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Наукова дисципліна “Теорія автоматичного керування” (ТАК) вивчає закони керування в технічних системах, розробляє методи аналізу та синтезу (побудови) систем автоматичного керування (САК). Це один з розділів загальної науки про керування, яка має назву кібернетики. Академік Колмогоров А.М. так визначив  напрямок цієї науки: “Кібернетика займається вивченням систем будь-якої природи, здатних сприймати, зберігати і переробляти інформацію і використовувати її для керування та регулювання”. Залежно від природи систем, які вивчаються, кібернетика може бути поділена на технічну, біологічну, економічну та ін. Розділ кібернетики, який відноситься до технічних систем, є теорією автоматичного керування.
Людство у своєму розвиткові пройшло складний шлях від кам’яного віку до сучасного розвинутого технічного суспільства. Розвиток людства можна характеризувати такими етапами:
	оволодіння матеріальним світом, засобами виробництва, оборони, життєзабезпечення;
	оволодіння енергією, спочатку енергією вітру, води, тепловою енергією, електроенергією, атомною енергією;
	оволодіння інформацією. Інформація стає основною продуктивною силою. Хто володіє інформацією, той володіє світом. 
Наукова дисципліна „Теорія автоматичного керування” вивчає закони керування переважно з інформаційної точки зору. 
Предметом теорії автоматичного керування є вивчення законів керування та регулювання роботи найрізноманітніших апаратів, машин, технічних систем, а також живих організмів, соціальних, організаційних та інших систем створених природою і людиною. 
Завданнями ТАК такі:
-	збір та аналіз інформації про властивості САК і умови їх використання;
-	вивчення функцій, які виконують в САК різної фізичної природи;
-	розробка методів аналізу САК;
-	визначення принципів роботи САК і законів керування;
-	синтез алгоритмів керування;
-	створення пристроїв, що реалізують високоефективні алгоритми керування.
Під час вивчення цих процесів максимально абстрагуються від фізичних і конструкційних особливостей конкретних систем. Теорія автоматичного керування – це суто теоретична дисципліна, яка заснована на сучасному математичному апараті. Вона розглядає адекватні математичні моделі систем керування, тому основним методом дослідження  в ТАУ є математичне моделювання.
При цьому використовуються:
- теорія диференційних рівнянь;
- операційне числення (перетворення  Лапласа);
- гармонічний аналіз (перетворення  Фур’є);
- розділи теорії комплексної змінної.
Для успішного оволодіння курсом треба повторити такі розділи з вивчених раніше предметів:
Математика: 
Комплексні та уявні числа, форми представлення комплексних чисел, зв’язок між ними.
Диференційні рівняння, лінійне однорідне і неоднорідне рівняння, системи диференційних рівнянь.
Операційне числення. Перетворення Лапласа. Вирішення диференційних рівнянь методами операційного числення.
Перетворення Фур’є. Ряд Фур’є та інтеграл Фур’є. Методи спектрального аналізу.
Електротехніка:
Основи електротехніки. Рівняння електричного кола. Змінний електричний струм. Перехідні процеси в електричному колі.


Розділ 1. Предмет теорії автоматичного керування

1.1.	Місце ТАК серед інших наукових дисциплін

Розвиток теорії автоматичного керування почався з 30-х років ХХ ст., коли були відкриті закони регулювання та вирішені задачі стійкості систем регулювання. Перші  регулятори з’явилися в кінці ХІІХ ст. на початку технічного прогресу людства (1784 року). Призначені вони були для керування роботою парових машин. Робота технічних пристроїв, таких як парові машини, паровози та інші, без регуляторів  неможлива. Тільки створення автоматичних регуляторів дало поштовх технічному прогресові.
Майже вся сучасна техніка працює автоматично або має автоматичні режими роботи. Це електростанції, турбіни, телевізори, холодильники та ряд інших систем, чи машин. Засоби автоматики прийнято поділяти на: 
	Засоби автоматики й телемеханіки.
	Системи  автоматичного керування (САК).
	Автоматизовані системи керування (АСУ).
Засоби автоматики та телемеханіки - це, як правило, найбільш прості пристрої: автоматичні вимикачі, реле, реле-регулятори та ін. Принципи їх роботи вивчає наукова дисципліна «Автоматика та телемеханіка».
Системи автоматичного керування - це сукупність пристроїв автоматики та об’єктів керування. Динаміку  роботи цих систем вивчає теорія автоматичного керування.




Алгоритм – упорядкована сукупність правил, точне виконання яких приводить до потрібного кінцевого результату.
Алгоритм, це одне із основних понять математики і кібернетики. Поняття алгоритм було введене узбецьким вченим 9-го століття Аль-Хорезмі і визначало порядок розвязання певного класу математичних задач. В сучасному понятті під алгоритмом розуміємо записаний певною мовою, або визначений певним чином, порядок виконання дій, що веде до вирішення поставленого завдання. В кібернетиці та теорії керування алгоритм, як правило, визначає порядок роботи з інформацією.
Алгоритм функціонування – сукупність правил чи вимог, які визначають потрібне здійснення робочого процесу певним об’єктом (пристроєм, технічною, природною чи організаційною системою)
. 
Алгоритм керування – сукупність правил, які визначають характер дій на об’єкт керування (ОК) з метою підтримання його алгоритму функціонування.
Керування – процес дії на об’єкт у відповідності з алгоритмом керування. 
Система автоматичного керування – це сукупність об’єкта керування та пристрою автоматичного керування (ПАК), які взаємодіють між собою з метою забезпечення заданого алгоритму функціонування. 




Рис. 1.1 – Функціональна схема системи автоматичного керування 

Схематично система автоматичного керування зображена на рис.1.1. САК складається з об’єкта керування (ОК), керування режимом роботи якого здійснюється за допомогою пристрою автоматичного керування (ПАК) (подекуди вживають поняття регулятор (Р)). Стрілками на схемі показано величини, які забезпечують роботу системи, а саме: 
	Об’єкт керування (ОК)– це певний пристрій, технічна, природна чи організаційна система алгоритм функціонування якого у даній САК підтримується з потрібною точністю.
	Пристрій автоматичного керування (ПАК) – пристрій, який забезпечує виконання алгоритму керування автоматично, без участі людини. 
	Uвх(t) – задаюча (вхідна) величина (задаючий сигнал) – величина, яка відповідає дії людини на САК і задає певний алгоритм функціонування об’єкта, тобто задає потрібний режим його роботи.
	Uрег(t) – керуюча (регулююча) величина (сигнал регулювання) – дія пристрою автоматичного керування на об’єкт з метою підтримання його алгоритму функціонування. 
	Uвих(t) – вихідна величина (вихідний сигнал) – результат  роботи системи, параметри роботи системи, які описуються в алгоритмі функціонування. 
	f(t) –збурююча дія (сигнал збурення) – зовнішня дія на об’єкт, яка призводить до зміни вихідних величин більших ніж допускається алгоритмом функціонування.
Вихідна величина системи Uвих(t) – це результат роботи систем. Це та  фізична величина (сукупність величин), яка визначається в алгоритмі функціонування, на дотримання якої в заданих межах направлене керування. Вихідний сигнал - це інформація про значення вихідної величини.
Керуюча дія – це дія пристрою керування Uрег(t), це певна фізична, електрична, механічна чи інша реакція пристрою керування, яка передається до об’єкта керування і змінює режим його роботи, приводить функціонування об’єкта у відповідність з алгоритмом функціонування. Сигнал регулювання - це значення величини керуючої дії.
Збурення, чи збурююча дія f(t) – це всі можливі впливи, які порушують режим роботи системи, ведуть до порушення алгоритму функціонування у границях більших допустимих. Через дію збурення система змінює режим роботи і через нього виникає потреба здійснювати автоматичне регулювання. Сигнал збурення - це інформація про значення збурюючої дії .
Теорія автоматичного керування вивчає процеси керування на найбільш загальному, абстрактному рівні. Вона вивчає загальні закони керування незалежно від природи конкретної системи. Тому у ній абстрагуються від конкретної фізичної природи системи і діючих в ній величин і розглядають тільки їх значення. Під час абстрагування поняття фізичної величини заміняють поняттям сигнал, розуміючи під сигналом інформацію про значення конкретної величини. 
Під поняттям величина (вхідна, вихідна, збурююча величина і т.п.) розуміють конкретну фізичну величину, яка діє на систему з врахуванням її фізичної природи. Наприклад температура, напруга, швидкість обертання, світловий потік, і т.п. Поняття величина використовують у випадках коли пояснюють роботу конкретної реально існуючої системи керування. 
Поняттям сигнал використовують під час теоретичного вивчення закономірностей роботи систем керування, вивчення принципів керування, законів керування. В даному випадку не має значення фізична сутність величини, а відіграє роль тільки її значення. Під поняттям сигнал (вхідний сигнал, задаючий сигнал, збурюючий сигнал, вихідний сигнал і т.п.) розуміють інформацію про значення величини (вхідної, задаючої., збурюючої), без урахування її конкретної фізичної природи. 
У випадку, коли йде мова про конкретну систему, коли результати теорії потрібно використати для опису роботи певної технічної системи, тоді поняття сигнал міняють конкретною фізичною величиною, як наприклад напругою, силою, положенням ручки регулятора тощо.




З прикладами систем автоматичного керування ми зустрічаємось на кожному кроці і в побуті, і на виробництві, і в живій природі. Практично ніяка більш-менш складна технічна система не може обійтися без систем автоматичного керування. Приклади таких систем показано на рис 1.2 – 1.21 Розглянемо деякі з них.
Візьмемо побутову техніку. Холодильник, електричний утюг, радіоприймач, магнітофон, телевізор. Вся ця та інша техніка має у своєму складі або сама повністю є системою автоматичного керування. 
Більш серйозна техніка – регулятор швидкості паровоза, генератор електростанції із системою регулювання частоти струму та напруги, зенітна ракета, місяцехід, система орієнтації супутника, атомний реактор та багато інших також є системи автоматичного керування.
Системи живої природи – система забезпечення постійного хімічного складу лімфи, регулювання кровообігу, система регулювання розміру зіниці ока та ін. – це також системами автоматичного керування.
Розглянемо приклади систем керування відповідно до наведеної загальної схеми.
Електричний утюг. Алгоритм функціонування САК утюга – це підтримання постійної високої температури поверхні.  Утюг має пристрій керування, який забезпечує постійний нагрів. Об’єкт керування – нагрівач разом з корпусом. Вхідна величина – положення ручки регулятора, вихідна – температура поверхні, збурюючі величини – тканина, яка охолоджує утюг, зовнішнє середовище.
Радіоприймач. Кожен радіоприймач має систему автоматичного регулювання підсиленням (АРУ). Радіохвилі, які приходять до антени, через ефірні перешкоди змінюються за величиною. Якщо в приймачі після детектування підсилити ці хвилі, то рівень звуку з часом буде змінюватись. Слухати такий приймач не досить приємно. Система АРУ забезпечує постійний рівень звуку в динаміку. Отже алгоритм функціонування АРУ є підтримання постійного рівня звуку в динаміку. Розгляньте самостійно які величини тут є задаючою, вихідною та збурюючою. 
Магнітофон – містить система автоматичного підтримання постійної швидкості переміщення магнітної стрічки. Алгоритм функціонування САК механікою магнітофона є підтримання постійної швидкості обертання тонвала.
Телевізор – містить ряд систем автоматичного регулювання як от система підтримання постійної яскравості екрану,  постійної сили звуку, система автоматичної настройки на частоту радіостанції та ін.
Холодильник (див. рис. 1.2) забезпечує постійну температуру продуктів. Алгоритмом його функціонування є підтриманні постійної низької температури в корпусі. В ньому є блок керування та холодильний агрегат (термостат), який  забезпечується постійну температура в корпусі холодильника. Задаючою (вхідною) величиною є температура, встановлена положенням ручки регулятора, а вихідною величиною – температура продуктів у холодильнику. Під час роботи холодильника двигун прокачує теплоносій. Розширяючись в камері термостата теплоносій охолоджує її. Регулювання температури здійснюється за допомогою сифона, який перекриває клапан і не дає щоб теплоносій розширювався в камері термостата. Керуюча дія це перекривання клапана камери термостата. Збуруюча дія – це вплив навколишнього середовища, відкривання дверей і закладання теплих продуктів тощо.
Алгоритмом функціонування ядерного реактора є підтримання постійного потоку нейтронів Система автоматичного регулювання потоку нейтронів у ядерному реакторі (див. рис. 1.3) керує ходом термоядерної реакції. В разі збільшення потоку нейтронів у реактор опускаються стержні сповільнювача реакції, які поглинають надлишкові нейтрони, чим хід реакції сповільнюється.
Автоматичне регулювання випуску продукції на підприємстві (див. рис. 1.4) здійснюється завдяки поверненню в цикл виробництва фінансових ресурсів від реалізації продукції. Алгоритмом функціонування підприємства є отримання прибутку на певному рівні. 
Регулювання напруги генератора (див рис.1.5).здійснюється за рахунок того, що значення вихідної напруги подається, через пристрій регулювання, на обмотку збудження генератора. 
Зенітна ракета – автоматично стежить за переміщенням цілі й рухається в її напрямку. Алгоритмом САК ракети є підтримання її руху в напрямку цілі. Вхідна величина – напрямок на ціль, який визначається радіолокатором, звуковим чи інфрачервоним датчиком. Вихідна величина – напрямок фактичного руху ракети за азимутом та кутом до горизонту. Збурюючі дії – атмосферні потоки, маневри цілі та ін.
Система автопілот, яка керує курсом літака та система підтримання курсу торпеди (див. рис. 1.9; 1.10) мають майже однакове призначення, проте реалізовані вони по різному. Основою таких систем є гіроскоп, який задає вибраний напрямок для орієнтації в просторі. 
Генератор електростанції. Завдання системи автоматичного керування генератора  – забезпечити постійну частоту струму та постійну величину напруги. 
У живій природі досить багато процесів також здійснюються автоматично (див. рис.1.17, 1,18). Однією з таких систем є система автоматичного регулювання розмірів зіниці ока, яка забезпечує саме сприятливе освітлення сітківки і дає можливість бачити предмети під час різкої зміни їх яскравості. Керуючим пристроєм у даному випадку є мозок, який, поза нашою свідомістю, подає сигнали на мускули і заставляє звужувати чи розширювати сітківку ока.
Приклади регуляторів цих та ряду інших систем показано на рис. 1.2 – 1.19. 
















Рис. 1.5 – Регулятори  напруги генератора















Рис. 1.8 – Слідкуюча система регулювання кута повертання з механічним зворотним зв’язком





















Рис. 1.12 – Комбінована система регулювання обертів (Та ж, що на попередній схемі з додатковою вимірювальною муфтою, що вимірює навантаження на валу)


Рис. 1.13 – Системи регулювання температури середовища шляхом подавання холодного повітря Q КШ – поляризоване реле.













Рис. 1.16 - Система автоматичної орієнтації супутника











Рис. 1.19 – Регулятор  Уатта

Розглянемо більш детально конструкцію деяких регуляторів. 
На рис. 1.6; 1.7; 11.19 представлено відцентровий регулятор, призначений для підтримання постійної швидкості обертання вала парової машини, винайдений  англійським  механіком Джеймсом Уаттом в 1784 р. Вперше він був установлений на паровозі. Принцип дії його такий: регулятор має дві масивні кулі, підвішені шарнірно на осі. Вісь разом з кулями приєднана до валу парової машини. Під час обертання кулі розходяться. Сили, які зумовлюють положення стержнів регулятора, це: відцентрова сила реакції куль – Fц, і сила ваги куль – Р. При збільшенні швидкості обертання стержні відхиляються на більший кут, оскільки відцентрова сила збільшується. Реакція стержня та вага куль у сумі забезпечують доцентрову силу, потрібну для обертання куль. Муфта – М при цьому піднімається і переміщує важіль – В. Перекривається канал доступу пари і оберти машини зменшуються. 


Рис. 1.20 – Статичний регулятор рівня води


Рис. 1.21 – Астатичний регулятор рівня води (регулятор непрямої дії).

Регулятор рівня води схематично показаний на рис. 1.20. Тут об’єктом керування є бак, в якому підтримується потрібний рівень води. Регулятором служить поплавок, з’єднаний за допомогою важеля з голчастим клапаном. При зниженні рівня води клапан переміщується і відкриває потік води. При постійному потоці води, що витікає, клапан знаходиться у певному відкритому положенні, вода поступає в бак і рівень води вирівнюється. На рисунку показано графік регулювання, в якому видно залежність рівня води від швидкості витікання води з бака Q. Рівень залежить від швидкості витікання води. На рис.1.21 показано аналогічний регулятор рівня. Тут, на відміну від попереднього регулятора, регулюючий орган (клапан) переміщується двигуном Д. На двигун подається напруга, яка залежить від положення поплавка. Цей регулятор забезпечує постійний рівень води не залежно від швидкості її витікання. Порівняння цих регуляторів показує, що в першому випадку ми маємо регулятор прямої дії, а в другому – регулятор непрямої дії. Але для нас важливішою є робота цих регуляторів. Якщо графік регулювання першого регулятора в динамічному режимі (тобто при відкритому вихідному крані) має вигляд нахиленої лінії, то другий регулятор має графіком регулювання горизонтальну лінію. Це зумовлюється принципом роботи регулятора. У подальшому, коли будемо вивчати питання точності регулювання більш детально розглянемо процеси регулювання. Відмітимо тут тільки, що перший регулятор називають статичним, а другий астатичним.

Контрольні запитання перевірки засвоєння навчального матеріалу

1.	Вивченням яких питань займається кібернетика?
2.	Які системи відносять до систем автоматичного керування?
3.	Яка роль керування в сучасному світі?
4.	Які перші регулятори, створені людиною, ви знаєте?
5.	Що таке алгоритм?
6.	Наведіть приклади алгоритмів.
7.	Що таке алгоритм функціонування? 
8.	Чи можна здійснити регулювання роботи сучасних технічних пристроїв без автоматичного керування? Наведіть приклади.
9.	У чому різниця між регуляторами прямої і непрямої дії?
10.	Яку величину називають збурюючої, в чому особливість її дії?
11.	Розгляньте різноманітні схеми систем керування, подумайте, у яких випадках можна обійтись без автоматичного керування?
12.	Чим відрізняються регулятори прямої і непрямої дії , показані на рис. 1.6 і 1.7?
13.	Чи існують системи автоматичного регулювання в живій природі? Наведіть приклади.
14.	Чи існують системи регулювання в суспільстві? Наведіть приклади
15.	Поясніть, як працює зіниця ока.
16.	Який регулятор з наведених на рисунках ви вважаєте найбільш складним?
17.	За допомогою якого пристрою можна змінювати значення температури в холодильнику, показаному на рис. 1.2?
18.	Поясніть. як працює регулятор Ватта, показаний на рис. 1.19?
19.	Розгляньте побутові пристрої, які знаходяться у вас в квартирі. Які з них ви можете віднести до систем, що мають автоматичне керування чи регулювання?
20.	Чи є с домашньому телевізорі системи автоматичного керування? Що вони виконують?
21.	Чи є в автомобілі системи автоматичного керування? Які це системи?
22.	Назвіть хоча б короткий перелік пристроїв, які можуть входити в склад систем автоматичного керування? 
23.	Яку роль відіграє автоматичне керування в сучасній техніці, в суспільстві. в живих організмах.
24.	Наведіть приклади систем автоматичного керування у живій природі.






Будь-яка САК працює в двох режимах, а саме:
	усталеному,
	перехідному.
Усталений режим роботи системи - це режим, в якому незмінною в часі є похибка регулювання. Цей режим установлюється по завершенні перехідних процесів. Розрізняють такі установлені режими роботи:
	статичний,
	динамічний.
Статичний усталений режим наступає тоді, коли незмінними в часі є задаюча і збурююча дії при незмінних параметрах системи, в результаті чого незмінною залишається вихідна величина системи.
Динамічний усталений режим наступає тоді, коли задаюча, збурююча чи вихідна величина змінюється за постійним в часі законом і похибка регулювання системи залишається незмінною. Наприклад, динамічні режими можуть бути, коли задаюча величина змінюється за синусоїдальним законом, коли вона змінюється з постійними в часі швидкістю чи прискоренням. Динамічним режимом є, наприклад, режим роботи регулятора рівня, коли рідина з резервуара витікає з постійною швидкістю.
Перехідний режим - це такий режим роботи системи, коли вона переходить з одного встановленого режиму роботи до іншого. Цей режим наступає тоді, коли змінюється задаюча величина і систему переводять з одного режиму роботи до іншого, або змінюється величина збурення чи змінюються параметри системи. Перехідний процес у різних системах керування проходить по різному. Змінюючи параметри системи можна змінити характер перехідного режиму. 
Під час вивчення роботи та проектування САК значна увага приділяється вивченню роботи системи в перехідних режимах. Якщо в електротехнічних установках перехідні процеси займають відносно малу частку часу, але вони суттєво впливають на вимоги до установок, то в САК перехідні режими є основними режимами роботи, займають переважну частину часу і саме вони визначають вимоги до САК і методи вивчення ТАК 








Будь-яка САК повинна забезпечити:
1)	стійкість керування;
2)	потрібну точність керування;
3)	якість роботи, що визначається характеристиками перехідних режимів роботи.
Стійкість керування – це характеристика, яка визначає можливість практичного використання системи керування. Якщо для технічних систем ми визначаємо стан системи як справна чи несправна, несправна – значить непридатна для практичного використання, то для систем керування визначаємо, чи стійка система керування чи нестійка. Нестійка система керування - це система, не придатна для практичного використання, тобто це синонім несправної системи.
Стійкість системи – це здатність системи повертатись до попереднього чи близького до нього стану після певної дії на систему. 
Стійка система – це система, яка після того як на неї подіяла інша система, змінився характер взаємодії системи з іншими, чи змінились параметри самої системи, повертається до попереднього або близького до нього стану. Нестійка система, після певної дії на неї, вже не повертається до попереднього стану, а відхилення від цього стану у неї збільшується. Демонструвати властивості стійкості систем прийнято на простому механічному прикладі. На рис. 2.2 показано кульку, яка знаходиться в певних умовах. 

Рис. 2.2 – Приклади стійкої та нестійкої системи
а) стійка система; б) нестійка система; с) система стійка «в малому» та нестійка «у великому».

Рис. 2.2а - демонструє стійку систему: кулька після дії на неї і відхилення її з точки рівноваги повертається в попереднє положення. Рис. 2.2б - демонструє нестійку систему, тут , якщо ми кульку відхилимо від положення рівноваги, то вона вже ніяк не повернеться в початковий стан. Третій приклад, рис. 2.2в - демонструє стійку систему в малому й нестійку у великому. При малих відхиленнях система стійка, повертається в початковий стан, але при великих відхиленнях система нестійка. Цей приклад характерний для нелінійних систем. Якщо лінійні системи, які ми переважно будемо вивчати у цьому курсі, є стійкими в малому, то вони є стійкими і у великому. Нелінійні системи можуть бути стійкими при малих діях і нестійкими при великих.
Питання стійкості систем керування є одним з визначальних. Як вже було відмічено нестійкість системи керування є аналогом несправності системи. Хоча система може бути повністю справною, але параметри її такі, що керування нестійке. Такі системи експлуатувати не можна. 
Прикладів нестійких систем керування багато. Наведемо найбільш відомі. Відомий усьому світу приклад – це реактор Чорнобильської АЕС. В якомусь з режимів роботи керування реактором виявилось нестійким. Виведений зі стану рівноваги реактор не зміг повернутись назад до такого стану і в результаті стався вибух, який призвів до найбільшої у світі ядерної катастрофи. Ще один приклад – це ракета, яка декілька років тому потрапила в будинок у Броварах біля Києва. Система керування ракети виявилась нестійкою, в результаті ракета втратила керування та  попала в жилий будинок.
Можна продемонструвати приклад стійкості системи керування на простому життєвому прикладі. При навчанні водіїв автомашин перші кроки керування приводять до того, що автомашина відхиляється від дороги, потрапляє на перешкоди на узбіччі. Чому це відбувається? Тому, що характеристики системи керування незадовільні, реакція молодого водія невідповідна. Водій, коли автомашина відхиляється від потрібного напрямку руху, реагує надто сильно і повертає руль сильніше ніж це треба. Виникає ще більше відхилення від напрямку, тільки вже в інший бік. Дії молодого водія приводять до того, що автомашина все сильніше відхиляється від напрямку руху і попадає на перешкоду, як це показано на рис. 2.3. 


Рис. 2.3 – Приклад нестійкої системи керування. Шлях руху водія – початківця

Щоб цього не траплялось, перші кроки водіння виконують на достатньо широкій площадці. У подальшому, коли водій набуде практики, його реакція буде узгоджена із системою керування і такі випадки не трапляються. 
Отже, аналіз стійкості систем керування – одне з визначальних питань. І в подальшому ми йому приділимо достатньо уваги.
Точність керування. Точність керування визначається похибкою керування в усталеному режимі роботи. Похибка керування показана на рис.2.3 – це різниця між потрібним значенням вихідної величини, яке обумовлене значенням задаючого сигналу і  фактичним значення, яке є на виході системи. Потрібна точність керування - важлива вимога до САК. Зрозуміло, що для практичного використання придатні тільки ті систем, які забезпечують потрібну точність регулювання. Наприклад, якщо система керування зенітною ракетою матиме недостатню точність, то ракета не попаде в ціль, тому така ракета не придатна для військових цілей. Другий приклад, якщо система керування генератором електростанції не забезпечує потрібної частоти струму, то такий генератор не потрібний.




Робота усіх типів САК, приклади яких було  розглянуто в, заснована тільки на двох принципах керування, а саме: 
1)	керуванні за збуренням;
2)	керуванні за відхиленням.
Крім цього використовують і:
3)	комбіноване керування.
Розглянемо ці принципи керування. 
Керування за збуренням




Рис.2.4 – Керування за збуренням


Тут ПК – пристрій керування (або регулятор), О – об’єкт керування, Uз(t) – задаючий сигнал, Uкер(t) – сигнал керування, Uвих(t) – вихідний сигнал, fз(t) – сигнал збурення. Керування у даній системі здійснюється з урахуванням значення збурюючої величини. Величина збурення вимірюється і сигнал про її значення подається на вхід керуючого пристрою. Керуючий пристрій аналізує значення сигналу збурення і виробляє керуючу дію на об’єкт керування. Сигнал цієї дії показано на функціональній схемі у вигляді стрілки Uкер(t). Такий принцип керування має назву принципу Пенселе – Ніколаєва. Його деколи називають компенсаційним керуванням. Назва відображає той факт, що в даному випадку в результаті керування компенсується вплив збурюючої величини.

Керування за відхиленням
Схема керування за відхиленням показана на рис. 2.5. 


Рис. 2.5 – Керування за відхиленням

Тут показано зворотній зв’язок. На виході системи вимірюється значення вихідної величини. Сигнал про це значення подається на пристрій керування. Пристрій керування виробляє керуючий сигнал, який залежить від різниці задаючого сигналу та вихідного сигналу (сигналу зворотного зв’язку). Такий принцип керування має назву принцип Ползунова – Уатта.

Комбінований принцип керування
САУ, що діє за таким принципом, являє об’єднання двох розглянутих систем керування. На пристрій керування подається сигнал про значення збурення і сигнал про значення вихідної величини. Для кожного сигналу існує свій контур регулювання. Разом ми маємо комбіновану систему регулювання, комбінацію двох розглянутих принципів керування. Приклад такої комбінованої системи регулювання показано на рис. 1.11.

Розглянемо переваги й недоліки принципів керування.
При керуванні за збуренням сигнал збурення безпосередньо поступає на пристрій керування. Пристрій керування аналізує цей сигнал, автоматично виробляє потрібну дію на об’єкт і повертає його у заданий режим роботи. Алгоритм такого керування можна записати, таким чином. 
1.	Визначити, який потрібен режим роботи системи згідно із задаючим сигналом.
2.	Поміряти величину збурюючої дії.
3.	Подати сигнал про величину збурюючої дії на керуючий пристрій.
4.	Визначити, згідно з даними які є в керуючому пристрої, яка повинна бути дія на об’єкт, щоб він працював у потрібному режимі (щоб вихідна величина мала потрібне значення) при цій величині збурюючого сигналу.
5.	Виробити керуючу дію на об’єкт керування з урахуванням потрібного режиму роботи і величини збурення.
Перевагою такого керування є швидкодія. Як тільки величина збурення почала змінюватися, керуючий пристрій одразу реагує на цю зміну. Таке керування не допускає зміни режиму роботи об’єкта. Але для цього принципу керування властиві певні недоліки. По-перше, збурюючих дій на об’єкт може бути декілька, наприклад, навантаження, зміна температури середовища чи інших його характеристик. Для забезпечення надійного керування потрібно враховувати кожну з величин збурення і для кожної будувати своє коло регулювання. Це практично здійснити неможливо, адже на роботу будь-якого об’єкта може впливати безліч причин.
По-друге, для здійсненням керування за збуренням необхідно повністю знати залежність реакції системи на збурюючу дію будь-якої величини й ввести цю залежність в алгоритм роботи регулятора. Тобто розробка регулятора передбачає попереднє вивчення  поведінки системи при різних збуреннях, що не завжди можна здійснити з потрібним ступенем точності.
Алгоритм керування за відхиленням можна описати таким чином:
1.	Визначити, який потрібен режим роботи системи згідно із задаючим сигналом.
2.	Виміряти значення вихідної величини.
3.	Подати сигнал про вихідну величину на керуючий пристрій.
4.	Визначити відхилення вихідної величини від потрібної.
5.	Виробити керуючий сигнал на пристрій керування, який залежить від величини відхилення вихідної величини від потрібного значення.
Тут керування здійснюється залежно від різниці між значенням вихідної величини, і значенням задаючої величини. Воно здійснюється незалежно від причини, яка викликає це відхилення. Не важливо, скільки є збурюючих дій і яка з них викликала відхилення режиму роботи. Керування здійснюється тільки залежно від значення різниці величин і може враховувати будь-які впливи на систему. В цьому є перевага керування за відхиленням.
Недоліками керування за відхиленням є інерційність (відставання в часі регулюючої дії від зміни збурення), яка веде до виникнення коливань та нестабільності системи.
Можливість виникнення коливань зумовлює інерційність системи. Дійсно, пристрій керування починає діяти на об’єкт тільки тоді, коли режим роботи об’єкта зміниться, коли з’явиться різниця між значенням вихідної величина – Uвих(t)  та задаючої величини – Uз(t). Тоді пристрій керування виробляє керуючу дію – Uкер(t), яка залежить від різниці сигналів:
Uкер(t) = f(Uвих(t) – Uз(t))				(2.1)
Якщо уявити, що об’єктом керування є турбіна гідроелектростанції діаметром понад 10 м і масою декілька десятків тонн, то керування за відхиленням почне діяти тільки тоді, коли в результаті зміни навантаження впаде на помітну величину швидкість обертання турбіни і система керування помітить це зменшення швидкості. Тобто керуюча дія відстає від причини, яка викликає зміну стану об’єкта. Результатом відставання за часом керуючої дії від зміни збурення є можливість появи коливань у системі. Пояснити це можна так: якщо змінилась величина збурення, то система керування починає діяти тільки тоді, коли вихідна величина об’єкта змінить своє значення. Дія системи керування приводить до того, що вихідна величина об’єкта починає змінюватись в протилежний бік. Ця дія буде до того часу, доки відхилення режиму роботи об’єкта не стане протилежним, ніж викликане збуренням. Тоді система керування почне діяти знову до повернення системи в початковий стан, але вже з протилежної величини відхилення. Це аналогічно тому,  як у розглянутому прикладі навчання водіїв автомобіля. У результаті під час регулювання в системі виникають коливання вихідної величини. Амплітуда цих коливань з часом може зменшуватись або збільшуватись, залежно від характеристик системи. Тобто даний принцип керування, при всіх своїх добрих характеристиках, може бути причиною виникнення коливань в системі і її нестійкості.
Системи, в яких реалізовано принцип керування за відхиленням, прийнято називати замкнутими системами. У них існує зворотній зв’язок між виходом системи та пристроєм керування. 
На противагу системи керування за збуренням називають розімкнутими, оскільки в них відсутній зворотній зв’язок. 




Різноманітність систем автоматичного керування приводить до того, що виникає необхідність їх об’єднати певною системою класів, класифікувати за певними ознаками. Різноманітність ознак САК приводить до того, що існує багато систем їх класифікації. Ми розглянемо найбільш вживані. 




До розімкнутих відносять системи, в яких керування здійснюється за збуренням. Прикладом, такої системи може бути автоматизована районна котельня, яка подає гарячу воду в систему теплозабезпечення мікрорайону. Регулювання температури теплоносія в ній може здійснюватись залежно від температури навколишнього середовища.
До замкнутих відносять системи, яких здійснюється керування за відхиленням. Прикладом таких систем є регулятор Уатта, який було розглянуто раніше.
До комбінованих систем керування відносять ряд складних систем, які встановлюють в автомобілях, в гідро - та теплогенераторах, найрізноманітнішій складній техніці. Ці системи мають декілька контурів регулювання. Приклад такої системи показано на рис. 1.11.




Системи з комбінованим керуванням є багатоконтурні САК. 




Системи стабілізації - це такі системи, в яких задаюча величина є постійною, а завданням системи керування є забезпечення постійного значення вихідної величини. Прикладом таких систем може бути холодильник, АРУ радіоприймача, генератор електричного струму, регулятор швидкості двигуна і т.п.
Слідкуючі системи - це такі системи, в яких вхідна величина змінюється випадковим чином а завданням системи є забезпечення відповідної зміни вихідної величини. Прикладом таких систем є системи керування зенітним вогнем, ракета типу земля-повітря, торпеди, копіри для розкрою металу, тканини і т.п.
Системи програмного керування - це системи у яких задаюча  величина змінюється за відомим наперед законом і завданням системи є забезпечення відповідної зміни вихідної величини. Прикладом таких систем є станки з програмним керування, теплові печі для теплової обробки металів і т. п. У принципі їх робота аналогічна слідкуючим системам , але оскільки закон зміни вхідної величині відомий, то такі САК можуть бути дещо простішими за своєю будовою.
ІV. Класифікація за кількістю вихідних координат системи:
	одномірні;
	багатовимірні.
Одномірні системи - це системи, які керують тільки за однією вихідною величиною, наприклад, холодильник, двигун з регулятором швидкості, є одномірними системами. 
Багатовимірні системи - це системи, які здійснюють керування за декількома вихідними величинами. Наприклад, САК зенітної ракети здійснює керування як за напрямком руху (азимутом), так і за нахилом до горизонту. САК генератора електростанції виконує керування за частотою та напругою.
Серед багатовимірних САК розрізняють системи зі зв’язаним і з незв’язаним керуванням. САК зенітної ракети має незв’язане керування, оскільки керувати рухом за азимутом може одна системи, а рухом за кутом нахилу до горизонту інша незалежна система. У випадку електричного генератора ситуація дещо складніша, оскільки зміна частоти обертання генератора приводить і до зміни напруги, тому система керування повинна бути дещо складніша, щоб забезпечити потрібну частоту струму при заданій величині напруги. Така система керування є зв’язаною.
V. За характером рівнянь, які описують систему:
	лінійні;
	нелінійні.
Лінійні системи - це системи, які описуються лінійними диференційними рівняннями. Для лінійних систем справедливий принцип суперпозиції. Принцип суперпозиції (накладання) полягає в тому, що реакція системи на суму дій пропорційна сумі реакцій на кожну дію зокрема. Наприклад на рис. 2.6  показано стрілу прогину дошки. Якщо виправдовується правило суперпозиції, то загальна стріла прогину при двох вантажах дорівнює сумі стріл прогину кожного вантажу окремо, і система є лінійною. Принцип суперпозиції може виконуватись в якихось певних межах навантажень. Діапазон, в якому справедливий принцип суперпозиції називають діапазоном лінійності.




Рис. 2.6 – Демонстрація принципу суперпозиції реакції лілійних систем

VІ. За характером дії в часі:
	безперервної дії;
	дискретної дії.
Системи безперервної дії складаються тільки з ланок, в яких вихідна величина плавно змінюється протягом часу. 




У системах релейної дії вихідна величина змінюється при деяких граничних значеннях вхідної величини, в системах імпульсної дії – через певні проміжки часу, а в цифрових системах і те, й інше.
VII. За зміною параметрів системи в часі САК поділяють на:
	стаціонарні;
	нестаціонарні.
Стаціонарна система - це така система, параметри якої незмінні протягом часу.
Нестаціонарна система має параметри, які змінюються з часом. При математичному описі таких систем деякі коефіцієнти диференційного рівняння динаміки системи є функціями часу. 
Реакція стаціонарної системи на одне і те ж збурення не залежить від моменту, коли збурення відбулося. Для нестаціонарних систем реакція системи змінюється з часом.
VIII. За точністю керування: 
	статичні;
	астатичні.
Статичні системи мають нульову похибку керування тільки в статичному режимі роботи і відмінну від нуля – при  роботі в динамічному усталеному режимі.
Астатичні системи мають відмінну від нуля похибку керування в динамічному режимі. Залежно від характеру похибки вони можуть мати астатизм 1-го. 2-го і вищих порядків.
ІХ. Залежно від наявності додаткового джерела енергії:
	прямої дії;
	непрямої дії.
САК прямої дії не мають додаткових джерел енергії та підсилювачів потужності в системі регулювання.
САК непрямої дії містять підсилювачі потужності і споживають енергію для здійснення керування від зовнішніх джерел.
Х. За способом настройки та реакцією системи на зміну зовнішніх умов:
	не адаптивні; 
	адаптивні системи.
Адаптивні системи мають властивість пристосовуватись до зміни зовнішніх умов. Такі САУ використовуються для керування об’єктами властивості, чи умови експлуатації яких недостатньо відомі або суттєво непостійні, наприклад, САК апаратами, які спускаються на віддалені планети сонячної системи. Ці системи найбільш досконалі.
Не адаптивні системи здатності пристосовуватись до зміни зовнішніх умов не мають. У них зміна параметрів з метою забезпечення оптимальності процесу регулювання, або відсутня, або її здійснює людина.
Ознаки класифікації систем і класи систем, що відповідають цим ознакам подано в табл. 1. 

Таблиця 1 – Класифікація САК
№ п/п	Ознака класифікації	Класи систем
1	За принципом робота (алгоритмом керування)	замкнутірозімкнутікомбіновані
2	За кількістю контурів регулювання. одно контурні	двох контурнібагато контурні
3	За характером зміни задаючої величини	системи стабілізаціїслідкуючи системисистеми програмного керування
4	За наявністю додаткового джерела енергії	прямої діїнепрямої дії
5	За кількістю вихідних координат системи	одномірнібагатовимірнібагатовимірні зв’язанібагатовимірні не зв’язані 
6	За характером рівнянь які описують систему:	лінійнінелінійні
7	За характером дії в часі	неперервної діїдискретної діїрелейної діїімпульсної діїз числовим керуванням
8	За зміною параметрів системи в часі 	стаціонарнінестаціонарні
9	За точністю керування	статичніастатичні





Контрольні запитання для перевірки засвоєння навчального матеріалу

1.	В яких режимах працюють САК?
2.	Який режим роботи САК називають установленим?
3.	Який режим роботи САК називають перехідним?
4.	Які динамічні режими роботи САК ви знаєте?
5.	Яким вимогам повинні задовольняти САК?
6.	Чому стійкість керування є однією з найважливіших характеристик САК?
7.	У яких випадках говорять, що система стійка в малому і нестійка у великому?
8.	Які принципи керування ви знаєте?
9.	У чому особливість керування за збуренням?
10.	Що розуміють під поняттям збурююча дія?
11.	У чому проявляється збурююча дія?
12.	Поясніть як ви розумієте поняття „сигнал”.
13.	Чому в ТАК використовують переважно поняття „сигнал” замість  поняття „діюча величина”?
14.	В яких випадках доцільно використовувати поняття сигнал, а у яких діюча величина?
15.	Як ви розумієте поняття стійкість керування?
16.	Чи залежить стійкість системи від величини збурення чи зумовлена тільки внутрішніми параметрами системи?
17.	Який зв’язок існує між вхідною величиною системи керування та вихідною величиною?
18.	Назвіть та зробіть пояснення всіх величин, які використовують для зображення схем автоматичного керування.
19.	Які величини в ТАК вважають вихідними?
20.	Що розуміють під поняттям точність регулювання?
21.	В яких режимах роботи визначають точність регулювання САК?
22.	Нарисуйте в прийнятих умовних позначеннях систему ручного керування.
23.	Що розуміють під поняттям „зворотній зв’язок”?
24.	Наведіть приклади зворотного зв’язку в природі, техніці, суспільстві?
25.	Що розуміють під поняттям збурююча дія?
26.	Поясніть принцип керування за збуренням.
27.	Які недоліки має принцип керування за збуренням?
28.	Поясніть принцип керування за відхиленням.
29.	Які переваги та недоліки керування за відхиленням?
30.	Що таке алгоритм?
31.	Який алгоритм керування за збуренням?
32.	Алгоритм керування за відхиленням?
33.	У чому полягає принцип комбінованого керування?
34.	Які дані потрібно мати, щоб здійснити керування за збуренням.
35.	У чому недолік керування за збуренням?
36.	Які недоліки керування за збуренням усуває керування за відхиленням
37.	Яке керування характеризується більшою швидкодією, керування за відхиленням чи керування за збуренням? Поясніть чому це так?
38.	Який принцип автоматичного керування раціонально використовувати для забезпечення роботи районної котельні, що опалює район міста? Поясніть ваші міркування.
39.	Які недоліки керування за збуренням?
40.	Чому при керуванні за збуренням можуть виникати коливання вихідної величини?
41.	 Як класифікують САК в залежності від зміни в часі задаючої величини?
42.	Поясніть поняття принципу суперпозиції.
43.	Які системи відносять до лінійних?
44.	Які диференційні рівняння називають лінійними?


Розділ 3. Математичний опис САК

1.1.	Аналіз і синтез САК

ТАК вивчає два кола питань, а саме:
-	аналіз САК.
-	синтез САК.
Аналіз – це вивчення роботи САК у різних умовах експлуатації, вивчення характеристик уже існуючих САК.
Синтез – це створення САК, які задовольняють наперед заданим вимогам, тобто це розробка систем керування відповідно до поставлених завдань, розробка нових алгоритмів керування, реалізація алгоритмів керування у конкретних САК.
Більш простішою є  завдання аналізу, тому що ми вже маємо певну систему й потрібно вивчити її роботу, зробити прогноз, як ця система поведе себе в тих чи інших умовах. Таке вивчення можна здійснити різними шляхами, а саме:  
-	безпосередньо на самій системі, шляхом вимірювання, експерименту;
-	експериментально за допомогою фізичної моделі системи;
-	теоретичним шляхом; 
-	шляхом математичного моделювання.
Кожен  з методів має свої позитивні сторони і недоліки. Безпосереднє вивчення роботи системи, проведення експериментальних досліджень дає найбільш достовірний і точний результат. Проте ми не зможемо дослідити роботу системи в ряді режимів, особливо в режимах, близьких до аварійного, а ці режими при вивченні системи цікавлять нас найбільше. Самі експерименти із системою, як правило, досить затратні. Виконати повний цикл досліджень на деяких системах практично неможливо, як наприклад, ми не можемо досліджувати характеристики керування на працюючому ядерному реакторі, космічному кораблі чи зенітній ракеті.
Дешевше і більш повне вивчення  може бути здійснене за допомогою фізичної моделі. Тут також є певні переваги і недоліки. Перевага полягає  в тому, що фізична модель завжди спрощена й дешевша. Модель можна піддавати найрізноманітнішим випробуванням. Недоліками використання моделі є те, що  модель треба створити, на що потрібні певні затрати часу, матеріальних і фінансових ресурсів. Крім  того, модель завжди спрощена, не може дати відповідь на всі запитання.
Теоретичний шлях – найбільш повний і розвинутий. Він дозволяє виконати аналіз  будь-якої системи в будь-яких режимах роботи. Він  є самим дешевим, не потребує значних матеріальних витрат. Проте теоретичне вивчення САК потребує глибоких спеціальних знань і високої кваліфікації спеціаліста. Його можуть виконати тільки спеціалісти, які в достатній мірі вивчили властивості  САК, принципи їх роботи і володіють сучасними методами аналізу.
Теорія автоматичного керування вивчає роботу САК теоретичним шляхом. Вона використовує передові досягнення сучасної науки, результати, одержані математиками протягом століть розвитку науки. Під час теоретичних досліджень використовуються й експериментальні дані, одержані на найрізноманітніших САК та їх моделях.
Мова математики, яка використовується під час теоретичного вивчення САК– це мова формул, графіків. Це мова, на якій людина може “спілкуватись” з системами навколишнього світу. Глибоко зрозуміти роботу технічних систем можна тільки на мові математики. Без математичних методів неможливо ні запроектувати складні системи керування, ні проаналізувати їх роботу в різних режимах.
Підготовка інженерів – електромеханіків передбачає вивчення математичних методів аналізу САК. Обмежений час вивчення предмету дозволяє вивчити тільки характеристики найбільш простих САК. У даному курсі вивчають тільки лінійні системи й методи їх аналізу. Проте, одержані знання є достатніми для подальшої самостійної роботи і вивчення особливостей роботи  більш складних  лінійних і нелінійних систем.
Найбільш важливими завдання аналізу САК є: 
	визначення, наскільки стійкою є система керування, яким є запас її стійкості;
	розрахунок точності керування і виявлення факторів, які на неї впливають;
	аналіз роботи системи в перехідних режимах роботи.
Детальна характеристика цих завдань була розглянута в попередньому параграфі. 

1.2.	Приклад системи стабілізації обертів двигуна





Рис.3.1 – Принципова схема системи автоматичного керування швидкістю двигуна постійного струму з незалежним збудженням

Принципова схема системи автоматичного керування (САК) швидкістю обертання двигуна постійного струму з незалежним збудженням показана на рис. 3.1. До її складу даної входять: двигун постійного струму з незалежним збудженням – М, генератор постійного струму – G,  напівпровідниковий підсилювач – НП, синхронний двигун приводу генератора – М1, тахогенератор – Тg, подільник напруги на резисторах R1 та R2. Обмотка збудження двигуна живиться від незалежного джерела струму з напругою U. Тахогенератор Тg з’єднаний з віссю двигуна М. 
Система працює таким чином. Двигун М1 приводить у дію генератор G. Залежно від величини струму в обмотці збудження іоз(t) генератор генерує напругу Uг(t) певної величини, яка подається на двигун. По обмотці якоря двигуна проходить  електричний струм ід(t), під дією якого якір двигуна М обертається. Тахогенератор вимірює швидкість (t) обертання вала двигуна, виробляючи напругу пропорційну швидкості (t). За допомогою зворотного зв’язку напруга тахогенератора Uзз(t) подається на  подільник напруги, розміщений на вході напівпровідникового підсилювача. На подільнику напруга зворотного зв’язку віднімається від напруги задаючого сигналу Uз(t), і результуюча напруга подається на  підсилювач, де вона підсилюється і подається на обмотку збудження генератора. 
Вказана система є САК, що працює за принципом керування за збудженням. Вона  забезпечує автоматичне керування швидкістю обертання двигуна незалежно від величини навантаження на його валу. Дійсно, якщо навантаження на валу Mf(t) двигуна зросте і швидкість обертання вала (t)  зменшиться, то напруга, яку виробляє тахогенератор Uзз(t), зменшиться. Напруга на виході подільника зросте, оскільки вона дорівнює різниці напруги задаючого сигналу Uз(t) і напруги зворотного зв’язку Uзз(t). Відповідно зросте напруга на виході напівпровідникового підсилювача і збільшиться струм обмотки збудження генератора. У результаті збільшиться напруга на виході генератора. Це приведе до відповідного зростання швидкості двигуна. Процес відбуватиметься до того часу, поки не буде встановлена відповідність напруги задаючого сигналу і напруги зворотного зв’язку, тобто до тих пір, поки оберти двигуна не досягнуть заданої величини. При зменшенні навантаження відбуватиметься аналогічний процес, який забезпечить незмінну швидкість обертання вала двигуна .  Отже система керування автоматично підтримує постійну швидкість обертання двигуна.

1.3.	Принципова і функціональна схема САК

Дослідження САК починають із складання її схеми. Під час вивчення конкретну САК попередньо формально розділяють на типові елементи, виявляють фізичні взаємозв'язки між елементами і зображують у вигляді певних схем. Схеми САК полегшують їх вивчення, дають можливість проаналізувати взаємозв’язок і роботу системи в цілому. Наведена на рис.3.1 схема називається принциповою схемою. Крім принципових схем у ТАК використовують також функціональні й структурні схеми. Особливості цих схем такі:
Принципова схема – це умовне графічне зображення, яке відображає принцип роботи системи. На принциповій схемі елементи системи зображують у вигляді умовних позначень  відповідно  до діючих стандартів. 
Функціональна схема – це умовне графічне зображення, яке відображає функції, виконувані окремими елементами системи й зв'язки між ними. Елементи функціональної схеми зображують у вигляді прямокутників.
Структурна схема САК – це  умовне графічне зображення САК, яке служить для математичного опису і відображає математичні перетворення сигналів в САК.
Принципова й функціональна схеми в ТАК відповідають загальноприйнятим схемам в інших наукових дисциплінах. Приклад принципової схеми САК показано на рис.3.1. 
Функціональна схема САК являє собою ряд взаємодіючих між собою елементів, які можуть бути механічними, електричними, гідравлічними і т.д. Незважаючи на різну фізичну природу елементів, вони можуть бути зведені до декількох основних типів залежно від їх функцій у системі. Найчастіше виділяють такі функціональні блоки:
-	блок задатчика З – служить для вводу в САК потрібного значення керованої величини (чи закону її зміни в часі) і перетворення введеної величини у сигнал керування ;
-	блок порівняння П – ви зрівнює декілька сигналів і видає сигнал неузгодженості (суму чи різницю сигналів залежно від конкретного призначення).
-	блок керування БК – виробляє керуючий вплив  і передає його безпосередньо до об’єкта керування О, або виконавчого блока ВБ; 
-	об’єкт керування О – об’єкт для керування роботи яким створена САК;
-	блок вимірювання В – вимірює певну фізичну величину (керовану величину, величину збурення і т.п. та перетворює її в сигнал, який передається в системі;
-	виконавчий блок ВБ – який виконує завдання по керуванню об’єктом у відповідності з сигналом що виробляє блок керування.
-	блок підсилення сигналу керування, та рід інших блоків.
Кожний з перерахованих блоків може у свою чергу складатися з декількох більш простих частин – елементів. Ними можуть бути: підсилювальний елемент, перетворювальний елемент і т.п.
На функціональній схемі блоки з’єднують стрілками Стрілки вказують напрямок передачі сигналів взаємодії у САК. Приклад функціональної схеми дано на рис.3.2.


Рис.3.2 – Функціональна схема системи автоматичного керування швидкістю двигуна постійного струму з незалежним збудженням

На рис.3.2 наведена функціональна схема системи автоматичного керування швидкістю двигуна, яка відповідає принциповій схемі рис.3.1. Тут задаючий блок З відповідає регулятору, який задає значення потрібної швидкості двигуна. На схемі рис. 3.1 він не показаний. П – це блок порівняння сигналів, який відповідає подільнику напруги, утвореному резисторами R1 та R2. Блок керування  БК - напівпровідниковий підсилювач. Виконавчий блок ВБ відповідає генератору, який виробляє потрібну напругу на якорі двигуна. Об’єкт О – це фактично сам двигун. Вимірювальний блок  В – це тахогенератор. Ще один задаючий блок З, приєднаний до об’єкта керування, – це блок, який зумовлює навантаження на двигун.
Дія окремих блоків та системи керування в цілому зрозуміла з функціональної схеми  рис.3.2. Задаючий  блок З задає режим роботи об’єкта. Він виробляє сигнал керування, який встановлює потрібний режим роботи і значення вихідної величини системи. Блок порівняння П – зрівнює сигнал задаючого блоку Uз(t) та сигнал зворотного зв’язку Uзз(t) і подає сигнал неузгодженості на блок керування. Блок керування БК, відповідно до величини сигналу неузгодженості, виробляє сигнал керування і подає його на блок виконання БВ. Блок виконання змінює режим роботи об’єкта і встановлює вихідну величину відповідно до заданого значення. 
Вхідна величина нашої системи – це швидкість обертання ротора двигуна. Ця швидкість вимірюється тахогенератором, який показано як блок вимірювання В. Сигнал про значення вихідної величини подається через зворотній зв’язок на вхід системи. На вході системи аналізується сигнал зворотного зв’язку та задаючий сигнал і виробляється певна дія на об’єкт, що забезпечує керування системою, тобто відповідність вихідної величини потрібному значенню. Система керування працює в часі безперервно при зміні навантаження, що забезпечує постійне підтримання потрібної швидкості обертання двигуна.
Структурна схема ТАК - особлива схема, характерна тільки ТАК та деяких наукових дисциплін, в яких вивчають математичні перетворення фізичних величин і сигналів. Вона відрізняється від структурних схеми, які прийняті в багатьох інших наукових дисциплінах. Її  ми розглянемо дещо пізніше.

1.4.	Складання рівняння динаміки генератора

Після аналізу будови САК, вивчення його принципової та функціональної схем наступним кроком аналізу є складання рівняння динаміки системи. Для цього розглядають фізичні процеси в елементах системи і записують рівняння динаміки кожного елемента. Ці рівняння об’єднують відповідно до схеми у систему рівнянь і одержують загальне рівняння динаміки системи. Вказані кроки зробимо для нашої системи керування, щоб зрозуміти усю послідовність аналізу САК. Під час вирішення практичних завдань, як правило, порядок одержання рівняння САК дещо інший, з чим познайомимось пізніше. Аналізуючи САК, займаються в основному питаннями вивчення поведінки системи під час її роботи.
Звернемось до схеми показаної на рис. 3.1 і 3.2.  На вході системи знаходиться елемент порівняння. Сигнал на його виході дорівнює різниці сигналів , а саме
	.				(3.1)
Напівпровідниковий підсилювач підсилює сигнал, тобто сигнал на виході підсилювача пропорційний  сигналу на вході:
.			(3.2)
Тут КНП – коефіцієнт підсилення напівпровідникового підсилювача.
 - напруга на виході підсилювача, яка подається на обмотку збудження генератора (див. рис.3.1).
Наступний елемент системи керування – генератор. Еквівалентна електрична схема для обмотки збудження генератора може бути представлена, як показано на рис 3.3.


Рис.3.3 – Еквівалентна електрична схема обмотки збудження генератора

Основними параметрами генератора є активний опір та індуктивність обмотки збудження і характеристика холостого ходу генератора, яка визначає залежність напруги на виході генератора від струму обмотки збудження при постійній швидкості обертання. Як правило, така характеристика дається в паспорті генератора у вигляді графіка. 
Рівняння динаміки генератора при керуванні за напругою на обмотці збудження повинно встановлювати залежність між величиною цієї напруги та напруги на виході генератора. Одержують його записують залежність між напругою на обмотці збудження і струмом відповідно до електричної схеми та використовуючи характеристику холостого ходу генератора. 
Для обмотки збудження генератора, згідно із законом Ома для змінного струму, маємо 
.				(3.3)





Залежність між струмом обмотки збудження і напругою на виході генератора нелінійна. Використовувати таку залежність, навіть коли вона подана у вигляді математичного виразу, недоцільно, оскільки рівняння будуть нелінійні і розвязання їх стане значною проблемою. Для спрощення теоретичного аналізу нелінійну залежність подають як лінійну. Розглянемо процедуру спрощення залежності, яка має назву лінеаризації. Після цього перейдемо до подальшого складання рівняння динаміки генератора.


Рис.3.4 – Характеристика холостого ходу генератора

Характеристика холостого ходу генератора нелінійна. Якщо вона подається у вигляді функції 
Ug= f (iоз),						(3.4)
то розкладаючи в ряд Фур’є характеристику холостого ходу генератора в околі точки  іоз =іо маємо:
+ …		(3.5)
тут i – зміна величини струму відносно точки іоз = іо;
- значення характеристики холостого ходу в при величині струму обмотки підмагнічення іоз = іо;
 - значення першої похідної характеристики холостого ходу в точці іоз = іо;;
- значення другої похідної характеристики холостого ходу в  точці іоз = іо;;
позначимо через  похідну характеристики холостого ходу в точці іоз = іо:
						(3.6)
Якщо обмежитись першими двома членами розкладу, то маємо лінійну залежність.
Під час роботи генератора в складі розглянутої САК регулювання здійснюється в певному діапазоні швидкостей. При цьому струм обмотки збудження іоз змінюється в обмеженому діапазоні значень відносно робочої точки іо. На рис. 3.4 робоче значення струму обмотки збудження показано як іо,  а можлива зміна струму підмагнічення в процесі регулювання - як iо. Для спрощення залежності роботу генератора розглядають у невеликому діапазоні струмів обмотки збудження. Тоді залежність напруги генератора від величини струму обмотки збудження можна представити у вигляді лінійної функції, як це показано на рис.3.4. Залежність між струмом обмотки збудження і напругою генератора для лінійної дільниці має  вигляд:
						(3.7)
тут  - має фізичний сенс як коефіцієнт нахилу характеристики холостого ходу в точці іоз = іо; , U0 – значення напруги, що відповідає точці перетину дотичної з віссю ординат.
Для подальшого аналізу використаємо лінійну залежність напруги на виході генератора представлену в (7). Таке представлення нелінійної залежності у вигляді лінійної застосовується досить часто і називається лінеаризацією нелінійних залежностей. Лінеаризація дозволяє виконати аналіз складних нелінійних систем і вивчити особливості їх роботи, при умові, що діапазон зміни вхідних величин є відносно невеликим. Системи, які допускають лінеаризацію, описаним тут чином, називають умовно лінійними системами. Зауважимо, як це було відмічено раніше, що динаміка лінійних систем описується лінійними диференційними рівняннями, а умовою лінійності є підпорядкування системи принципу суперпозиції.
Використовуючи рівняння (3) і (7) складемо рівняння динаміки генератора. Нас в кінцевому результаті цікавить залежність між напругою на обмотці збудження і напругою на виході генератора. Щоб її знайти з (7) визначаємо величину струму.
						(3.8)




Похідна  дорівнює нулю через те, що величина U0 – постійна.
Рівняння (9) - це рівняння динаміки генератора, яке пов’язує вхідну величину за якою здійснюється керування - напругу на вході обмотки збудження (), з вихідною величиною – напругою генератора (Ug. ). 

1.6.	Складання рівняння динаміки двигуна 

Від генератора живиться двигун. Якщо підходити строго, то напруга в колі генератор – двигун, яка прикладається до двигуна,  не дорівнює напрузі холостого ходу генератора. Вона дещо інша і залежить від внутрішнього опору генератора та величини струму в колі. Ми вважатимемо, що режим роботи генератора не досить завантажений і напруга на його виході приблизно рівна напрузі холостого ходу. Тобто  маємо:
						(3.10)
Рівняння динаміки двигуна в нашій системы керування повинно пов’язувати напругу на вході двигуна – Uд  і швидкість обертання вала ротора – . 
Параметри двигуна такі:  – опір обмотки ротора;  – індуктивність ротора; J – момент інерції ротора; С – постійна двигуна. Якщо швидкість обертання ротора  виражати в радіанах за секунду (1/с), то для двигуна справедливі такі співвідношення: 
Е(t) = С(t)							(3.11)
Мд(t) = Сія(t)						(3.12)
тут  – струм ротор двигуна; 
 – електрорушійна сила (ЕРС), яка наводиться в роторі, під час обертання його в магнітному полі статора двигуна.
Мд(t) – момент сили, який розвиває двигун.





Рис.3.5 – Еквівалентна електрична схема двигуна

Для електричного кола маємо:
				(3.13)
Тут напруга на двигуні дорівнює сумі наведеної в якорі ЕРС, спаду напруги на активному опорі обмотки якоря та спаду напруги на індуктивному опорі якоря.
Для механічної частини маємо: 
					(3.14)
тут Mf(t) – момент зовнішнього навантаження прикладеного до валу двигуна.
Це звичайне рівняння другого закону Ньютона F=ma  для випадку обертового руху, а саме: момент інерції помножений на кутове прискорення дорівнює сумарному моменту сил. 
Якщо в рівнянні (13) використаємо (11), а в (14) – (12), то маємо систему рівнянь:
				(3.15)
Для спрощення системи і запису рівняння динаміки двигуна вилучимо з системи рівнянь струм якоря. Знаходимо з другого рівняння системи:

					(3.16)
Підставляємо в перше рівняння системи 

та виконавши перетворення отримаємо рівняння динаміки двигуна:
	(3.17)
Як правило рівняння динаміки записують в стандартній формі, а саме: записують в лівій частині члени за порядком похідних вихідної величини, причому коефіцієнт члена вихідної величини вибирають рівним 1. У правій частині рівняння записують всі члени, які зумовлюють зовнішню дію на систему. З  врахуванням цього рівняння динаміки (17) двигуна матиме вигляд:
	(3.18)

1.7.	Загальне рівняння динаміки САК

Наступним елементом САК є тахогенератор. Тахогенератор це вимірювальний прилад, який у нашій системі вимірює швидкість обертання ротора двигуна. Напруга на виході тахогенератора Uзз  буде рівна 
					(3.19)
Тут Ктг – коефіцієнт перетворення тахогенератора.
Рівняння (3.1), (3.2), (3.9), (3.18) та (3.19) утворюють систему рівня, які повністю описують роботу системи автоматичного керування швидкістю двигуна постійного струму з незалежним збудження, відповідно до схеми приведеної на рис.3.1. 
.	(3.20)
Система рівнянь (3.20) повністю описує динаміку роботи САК швидкістю обертів двигуна постійного струму. Послідовно вилучивши з неї всі проміжні змінні, одержимо рівняння, яке зв’язує вхідну величину системи керування, а саме напругу на вході системи Uз(t) і вихідну величину системи – швидкість обертання ротора двигуна (t).  Вилучивши з рівняння (3.20) проміжні величини, отримаємо лінійне рівняння третього порядку. (Як відомо з математики, порядок рівняння визначається порядком найвищої похідної, яка входить в рівняння). 
Завдання для самостійної роботи: Одержати диференційного рівняння для розімкнутої системи. (Звести систему до одного рівняння, не враховуючи перше рівняння  в системі (3.2).







Впорядкуємо за порядком похідної:

(3.23)





Введемо позначення і одержимо:

	.		(3.25)
Це звичайне лінійне рівняння третього порядку  з постійними коефіцієнтами.
Аналогічно розглянутому прикладу можна отримати рівняння будь-якої системи автоматичного керування. Система може бути механічною, електричною, гідравлічною, певні частини системи бути можуть електричні, а інші механічні, але ми завжди можемо отримати диференційне рівняння (чи систему рівнянь) аналогічне розглянутим, яке повністю описує динаміку системи.
Інженери-електромеханіки, які мають справу з електричним приводом, з різними електромеханічними системами, набувають навиків складання рівнянь динаміки для будь-якої системи. Аналіз роботи систем різної складності виконується на основі рівнянь динаміки системи. Ми розглянули приклад системи автоматичного керування і з’ясували, що їх аналіз також приводить до розв’язання диференційних рівняння. Для лінійних систем – це лінійні диференційні рівняння, як правило, рівняння з постійними коефіцієнтами. Подальший аналіз роботи САК є завданням, аналогічним із завданнями теорії електричного приводу, теоретичних основ електротехніки, механіки.
У подальшому ми розглянемо методи аналізу САК, а результати, одержані під час такого аналізу, можна використовувати в інших наукових дисциплінах під час розробки та аналізу роботи систем різної складності. 

Контрольні запитання для перевірки засвоєння навчального матеріалу
1.	У чому полягають завдання аналізу й синтезу САК?
2.	Які існують шляхи  вивчення роботи САК?
3.	Назвіть переваги теоретичного аналізу роботи САК перед експериментальним.
4.	Які питання вивчає теорія автоматичного керування?
5.	Які найбільш важливі завдання аналізу САК?
6.	Чим відрізняються принципова й функціональні схеми САК?
7.	Опишіть принципову схему системи керування обертами двигуна.
8.	Який принцип керування реалізований в розглянутій САК?
9.	Назвіть основні функціональні елементи САК.
10.	На основі яких фізичних законів можна скласти рівняння динаміки двигуна?
11.	Що являє. собою процедура лінеаризації, як вона виконується?
12.	Які системи можна віднести до умовно лінійних?
13.	Виведіть самостійно рівняння динаміки двигуна.
14.	Виведіть самостійно рівняння динаміки генератора.
15.	Запишіть систему рівнянь яка описує роботу приведеної САК.
16.	Який прядок рівняння, що описує динаміку розглянутої САК?
17.	Яке диференційне рівняння називають лінійним?
18.	Назвіть початкові умови для рівняння третього порядку.
19.	Яке рівняння називають однорідним?
20.	Дайте визначення загальному і частковому розв’язку неоднорідного рівняння.


Розділ 4. Диференційні рівняння САК

4.1.	Лінійне диференційне рівняння з постійними коефіцієнтами

Зміна протягом часу вихідної величини САК у процесі керування, тобто динаміка системи автоматичного керування, як і динаміка будь якої іншої системи, описується диференційним рівнянням. Розв’язавши рівняння за певних початкових умов, ми знатимемо, що буде відбуватись із системою протягом усього часу її роботи. На основі цих знань проектують нові САК, визначають їх поведінку в процесі експлуатації, ремонтують і вдосконалюють системи у разі потреби. Всі характеристики системи відображаються у її диференційному рівнянні. Тому розв′язання диференційних рівнянь динаміки САК є основним методом вивчення їх роботи, аналізу експлуатаційних характеристик.
Одержане рівняння динаміки САК швидкістю обертання двигуна  має такий вигляд:

 .		(4.1)
Завдання аналізу САК зводиться до розв’язання даного рівняння. До аналогічних рівнянь приводить розгляд інших САК. Оскільки завдання навчального предмету ТАК - навчитись аналізувати динаміку систем, то ми повинні розв’язувати такі рівняння.  Запишемо рівняння у більш загальному вигляді. Позначимо вхідну величину системи як x(t), а вихідну - y(t) (див рис.4.1).






Тут числом в дужках позначено порядок похідної, а саме:
, , .... ,, ,

а0, а1, a2 ... аn;	та	b0, b1, b2, … bm – постійні коефіцієнти.

Це лінійне неоднорідне диференційне рівняння n-го порядку з постійними коефіцієнтами. У курсі математика ви вивчали методи вирішення таких рівнянь і нам потрібно тільки використати ці методи.
Математика – це мова природи. Всякі природні й технічні системи дають відповідь, зрозумілу на мові математики. Задаючи природі яке-небудь питання, ми завжди отримуємо відповідь, зрозумілу на мові математики. Чи ми кидаємо камінець під кутом до горизонту, чи запускаємо супутник, чи вмикаємо електричний двигун, чи будуємо Останкінську вишку – завжди результат наших дій можна передбачити, користуючись мовою математики. Робота інженера – це в першу чергу математичні розрахунки. Недаремно є поділ на інженера і техніка. Якщо завдання техніка – обслуговування технічних систем, їх ремонт, експлуатація, то завдання інженера – проектування таких систем, аналіз причин їх незадовільної роботи, розробка мір, які приведуть до бажаних результатів. І це не залежить від того, яка спеціальність інженера: електрик, механік, будівельник чи інший.
Наскільки складна мова математики? Це найпростіша мова з усіх людських мов. Єдині вимоги – це послідовність і акуратність у всіх відповідях. Вся будова математики складається з невеликої кількості цеглин. Їх потрібно досконало знати і вільно володіти ними. Закладаються вони в шкільному курсі математики. Якщо є де-небудь пропуск, щось пропущене, не зрозуміле, те що не пройшло через свідомість, то тоді виникають проблеми. Щоб проблем не було, потрібно послідовно, нічого не пропускаючи, вивчати матеріал. У навчальних посібниках матеріал викладається так, щоб не було самих маленьких незрозумілих речей. 
Для опису динаміки роботи САК одержано неоднорідне лінійне диференційне рівняння з постійними коефіцієнтами. Розв’язавши його, ми одержимо всі відповіді на поведінку системи. Перш ніж приступити до розв’язання рівняння, згадаємо основні положення теорії диференційних рівнянь. 
Диференційне рівняння – це рівняння, в якому встановлено знак рівності між певними функціями та їх похідними. На відміну від алгебраїчного рівняння, в якому порівнюють різні функції між собою, в диференційному рівнянні рівність встановлюється між функціями та їх похідними. Розв’язком алгебраїчного рівняння є точка на множині значень (чи ряд точок). Розв’язком диференційного рівняння є певна функція, або сукупність функцій. В ТАУ, електротехніці, механіці та інших технічних дисциплінах ця функція здебільшого є функцією часу. Розв’язок рівняння визначає поведінку системи в часі: тобто як, що і коли буде відбуватись із системою. Це не знахарство, коли гадалка скаже: буде те чи щось інше, а знання. Причому знання конкретні, точні, перевірені віковим досвідом людства. Рівняння складають на основі законів природи, число яких досить обмежене. Для електромеханічних систем це закони механіки і електротехніки, як правило, другий закон Ньютона (подекуди використовують формалізм Лапласа), закон Ома і правила Кірхгофа (у більш складних випадках деколи використовують рівняння Максвелла).
Неоднорідне диференційне рівняння – це рівняння, в якому права частина не дорівнює нулю. Права частина диференційного рівняння визначає зовнішню дію на систему. Однорідне рівняння описує динаміку системи при умові, що зовнішня дія на неї відсутня, а неоднорідне - динаміку системи, коли є певна дія на систему. Слово динаміка, думаємо, зрозуміле – це опис поведінки системи протягом часа.
Лінійне рівняння – це рівняння, в якому функція і її похідні знаходяться тільки в першій степені, тобто відсутні квадрати функцій синуси від них косинуси, чи інші перетворення функцій. Лінійні рівняння описують динаміку лінійних систем. Поняття лінійних систем ми розглядали – це системи, для яких виконується принцип суперпозиції (див. у попередньому розділі).
Постійні коефіцієнти – це коефіцієнти, які не залежать від часу.
Правило з математики: Загальним розв’язком неоднорідного диференційного рівняння є сума загального розв’язку однорідного рівняння плюс будь-який частковий розв’язок неоднорідного рівняння.
Загальний розв’язок диференційного рівняння містить n постійних інтегрування. Кількість постійних інтегрування дорівнює порядку рівняння. Порядок рівняння визначається ступенем найвищої похідної, яка входить в рівняння. Загальний розв’язок об’єднує всі можливі розв’язки рівняння. Конкретний розв’язок визначають за початковими умовами. Початкових умов повинно бути рівно стільки, скільки є постійних інтегрування, тобто їх кількість дорівнює порядку диференційного рівняння. Наприклад, з фізики розв’язували рівняння руху тіла, яке має другий порядок. Для знаходження конкретного рішення використовували дві початкові умови, як правило, значення початкового положення та швидкості в початковий момент часу.
Схема САК на рис.4.1 показує, що вхідна величина системи є x(t), а вихідна y(t). У рівнянні (4.2) в ліву частину входить тільки вихідна величина y(t) та її похідні, а в праву вхідна величина x(t).
Розглянемо однорідне диференційне рівняння. Це є рівнянням рівняння, в якого права частина дорівнює нулю. Запишемо однорідне рівняння, яке відповідає нашому неоднорідному рівнянню (2):
.		(4.3)
Це рівняння , як видно з рис.4.1, описує процеси в системі у випадку, коли відсутні зовнішні дії на неї. Тобто однорідне рівняння описує власні коливання системи. Розв’язання однорідного лінійного рівняння зі сталими коефіцієнтами не становить труднощів. Для його вирішення використовують підстановку Ейлера, а саме:
.					(4.4)














Для того, щоб вираз (6) був рівний нулю, потрібно, щоб нулю дорівнював множник в дужках. Приходимо до рівняння 
.			(4.7)
Це звичайне алгебраїчне рівняння. У ньому р змінна величина. Розв’язавши рівняння (4.7) і підставивши розв’язок в (4.4), матимемо розв’язок однорідного диференційного рівняння (4.3). 
Таким чином розв’язання однорідного диференційного рівняннями звели до розв’язання алгебраїчного рівняння (4.7). Рівняння (4.7) в математиці має назву характеристичного рівняння. У теорії диференційних рівнянь, а також в ТАК дане рівняння відіграє важливу роль. Тому більш детально зупинимось на його розгляді.

4.2.	Характеристичне рівняння. Корені характеристичного рівняння

Характеристичне рівняння – це алгебраїчне рівняння, яке відповідає однорідному диференційному рівнянню. Його можна одержати шляхом використання підстановки Ейлера в однорідне диференційне  рівняння. 
Подекуди вводять просте формальне правило запису характеристичного рівняння. Для одержання характеристичного рівняння потрібно в однорідному лінійному рівнянні замінити операцію похідної змінною величиною р в степені, рівній порядку похідної.
Рівняння (4.7) – це звичайне алгебраїчне рівняння n-го степеня. За теоремою  алгебри відомо, що рівняння n-го степеня має n коренів, якщо враховувати і комплексні корені.
Розглянемо корені рівняння (4.7) і відповідні їм рішення (4.3).рівняння 
Корені характеристичного рівняння (4.7) можуть бути як дійсними, так і комплексними.. Комплексні корені завжди комплексно спряжені. Розглянемо окремо можливі значення коренів і одержимо умову стійкості САК 
Що таке корінь алгебраїчного рівняння, немає потреби пояснювати – це значення змінної, яке задовольняє рівнянню.

4.3.	Умова стійкості САК 

Нехай корінь рівняння (4.7) – дійсне  число. Позначимо його літерою а.
.						(4.8)
 Значення його може бути меншим нуля, рівним нулю або більшим від нуля. 
1-й випадок а < 0.
Якщо а < 0,    то можна  записати, що: а = – |a| (модулю зі знаком « – »)




З бігом часу t → ∞ розв’язок рівняння спадає до нуля. Графік його показано на рис.4.2. 


Рис. 3.2 –  Графік функції, яка відповідає розв’язку однорідного рівняння для випадку а < 0

З графіка видно, що з часом значення величин y(t) зменшується. Зменшується відхилення системи від нульового положення. Це свідчить, що система прагне до певного сталого стану, тобто система стійка. 


2-й випадок а > 0.
Якщо: а < 0,    то: а =  |a| 
Підставимо в (4.3), і матимемо розв’язок однорідного рівняння (4.3) у вигляді
.					(4.10)
З бігом часу t → ∞ розв’язок рівняння збільшується. Графік функції, яка відповідає розв’язку рівняння показано на рис. 4.3. 


Рис. 4.3 –  Графік функції, яка відповідає розв’язку однорідного рівняння для випадку а > 0

З графіка 2 видно, що з часом значення величин y(t) зростає до нескінченності. Це свідчить, що система є нестійкою. Якщо б ми розв’язували рівняння для САК керування обертами двигуна, то такий розв’язок означав би, що швидкість обертання постійно зростає. Система керування нестійка і її експлуатувати не можна, бо це приведе до поломки двигуна чи аварії.

3-й випадок а = 0.
Підставимо в (3), і матимемо:
.					(4.11)

Вихідна величина залишається постійною. Графік розв’язку рівняння показано на рис. 4.4. 

Рис. 4.4 –  Графік функції, яка відповідає розв’язку однорідного рівняння для випадку а = 0

Тут ми маємо систему на межі стійкості. Вихідна величина залишається постійною, не збільшується і не зменшується. 

Підсумовуючи отримані результати  виконаного аналізу, приходимо до такого висновку:
У випадку дійсного кореня, коли корінь рівняння менше нуля, система є стійкою, коли корінь дорівнює нулю – система знаходиться на межі стійкості, а коли корінь більше нуля – система нестійка.

Перейдемо до випадку комплексних коренів. Комплексні корені завжди є комплексно спряженими. Позначимо ці корені так:
						(4.12)
Розв’язки рівняння (4.3) матимуть вигляд. 
					(4.13)
Тобто маємо два розв’язки (13). З математики відомо, що коли y1(t) y2(t) – є розв’язком рівняння ,то і їх сума також буде розв’язком цього рівняння: 
.			(4.14)
У математиці відомі формули Ейлера:
					(4.15)
Використавши першу з цих формул, матимемо:
.					(4.16)
Отже, розв’язком рівняння є функція, яка має діва множники: перший - це експонента аналогічна, як і в випадку дійсного кореня, другий – гармонічна функція cos( t). Ми маємо періодичні коливання cos( t),амплітуда яких змінюється за законом .
Як веде себе функція ми щойно проаналізували. Якщо  < 0, то її значення з часом зменшується, якщо  > 0, то воно збільшується  і при   = 0 – лишається постійним, рівним 1. На рис.4.5 – 6 як ілюстрація наведені графіки для виразу (4.16) при різних значеннях 

Рис.4.5 – Графік  розв’язку однорідного рівняння у випадку комплексних коренів, коли дійсна частина додатна.





Рис.4.7 – Графік розв’язку однорідного рівняння у випадку комплексних коренів, коли дійсна частина дорівнює нулю

У результаті виконаного аналізу ми дійшли такого висновку:

У випадку комплексного кореня, коли його дійсна частина менше нуля, система є стійкою, коли дійсна частина кореня дорівнює нулю – система знаходиться на межі стійкості, а коли вона більша нуля – система нестійка.

Узагальнюючи отримані результати, можна сформулювати умову стійкості системи таким чином: САК є стійкою, коли її характеристичне рівняння має корені з від’ємною дійсною частиною.
Коли хоча б один з коренів характеристичного рівняння системи має додатну дійсну частину, то система є нестійкою, а якщо один з коренів має дійсну частину, рівну нулю, то система знаходиться на межі стійкості.
Якщо розглядати корені характеристичного рівняння як точки на комплексній площині то умова стійкості формулюється таким чином:
Необхідною і достатньою умовою стійкості САК є розміщення всіх коренів її характеристичного рівняння у лівій частині комплексної площини. 
У випадку розміщення хоча б одного кореня в правій частині – система нестійка, а при розміщенні  кореня на уявній осі – система знаходиться на межі стійкості.
Комплексна площина – це площина, яку утворюють дійсна і уявна осі.

4.4.	Комплексні числа, форми представлення комплексних чисел 

Повторимо матеріал з математики, який під час вивчення подальшого матеріалу буде нам потрібний.
У математиці ми вивчали послідовно такі числа:
1.	додатні цілі;
2.	від’ємні цілі (до них приводить дія віднімання цілих чисел);
3.	дробові числа раціональні й ірраціональні (до них приводить дія ділення).
Вказані числа відносяться до дійсних чисел і їх зображують на числовій осі. Згодом виникла потреба ввести додатково уявні й дійсні числа.
4.	уявні числа одержують в результаті добування квадратного кореня з від’ємних чисел. Уявне число – це  число, рівне кореню квадратному з від’ємного дійсного числа, де а будь-яке дійсне число. Уявною одиницею є число рівне кореню квадратному з мінус одиниці: ;
5.	комплексні числа – це числа, які складаються з дійсної і уявної частин: . Тут α та β – дійсні числа. Комплексні числа в шкільному курсі математики ми вивчали під час вивчення квадратних рівнянь Рівняння, в яких дискримінант від’ємний, приводять до комплексних чисел. Комплексні числа утворюють повну множину чисел відносно будь-якої математичної дії, тобто таку множину, що ніякі математичні дії не можуть привести до чисел, які б не входили у цю множину. 




Рис. 4.8 – Комплексна площина

Комплексні числа виникають під час спроби розв’язати квадратне рівняння. Візьмемо для прикладу рівняння 
х2+4х+8 =0.
Для знаходження його розв’язку визначимо дискримінант рівняння 
.
Дискримінант рівняння від’ємний, отже потрібно ввести уявне число для його запису.
Рішення рівняння матиме вигляд 

Тобто дане квадратне рівняння має два розв’язки. Ці розв’язки є комплексними числами і відрізняються знаком перед уявною частиною. Вони показані на рис.4.8. Такі два розв’язки називають комплексно спряженими. Будь-яке алгебраїчне рівняння, коефіцієнти якого є дійсними числами, якщо має комплексні корені, то вони обов’язково  комплексно спряжені 
Комплексне число може бути записане в алгебраїчній, тригонометричній та степеневій формі.
Алгебраїчна форма комплексного числа – це значення дійсної і уявної частин:
						(4.17)
На рис. 4.8 показано ряд чисел в алгебраїчній формі.








Степенева форма комплексного числа - це запис комплексного у вигляді
	.					(4.21)
З урахуванням формул Ейлера
,  			(4.22)
,   .			(4.23)

тригонометрична форма (4.18) відповідає степеневій (4.21)
Тут ми розглянули надзвичайно важливе в ТАК питання, а саме: умова стійкості САК, і разом з тим приведено матеріал математики, який потрібен для подальшого вивчення і розуміння предмету ТАК.

4.5.	Неоднорідне диференційне рівняння САК з постійними коефіцієнтами

Ми розглянули однорідне диференційне рівняння. Однорідне рівняння – це рівняння в якому права частина дорівнює нулю. У ТАК однорідне рівняння, відповідає системі, на яку не діють інші системи. Однорідне рівняння описує поведінку системи, представленої самій собі. Часто говорять, що однорідне рівняння описує власні коливання системи


Рис. 4.9 – Вхідна і вихідна величини системи автоматичного керування.

Загальний метод розв’язку однорідного диференційного рівняння – це використання підстановки Ейлера. Розв’язуючи однорідні рівняння САК ми одержали дуже важливу характеристику, а саме умову стійкості.
Розглянемо розв’язання неоднорідних рівнянь.
		(4.24)
При нульових початкових умовах, а саме:
y(0) = 0;   y’(0) = 0;   y(2)(0) = 0;…, y(n-1)(0) = 0			(4.25)

Як відомо з математики, диференційне рівняння n-го порядку має n початкових умов. Нульові початкові умови означають, що сама функція і n-1 її похідні в початковий момент часу рівні нулю, що записано у вигляді (4.25). 
Розв’язати це рівняння підстановкою Ейлера вже не можна, оскільки права частина рівняння не дорівнює нулю. 

4.6.	Розв’язання неоднорідного рівняння методом Лапласа





Величина y(p) має свою назву, її прийнято називати зображенням функції y(t )за Лапласом або просто зображенням, а y(t) називають оригіналом функції. Аналогічно можна записати формули для оригіналу та зображення будь-якої функції, наприклад x(t) та x(p).
Для розв’язання рівняння (4.24) помножимо праву й ліву частини на величину і виконаємо інтегрування в межах від 0 до ∞ , тоді матимемо:
(4.28)
Розглянемо окремі доданки в (4.28). Для доданка  виконаємо  інтегрування по частинах і використаємо початкові умови.




Використавши початкову умову y(0) = 0, бачимо, що перші два доданки рівні нулю, і одержимо формулу
.					(4.30)




Використавши початкові умови та вираз (4.30), одержимо співвідношення (4.31).
Аналогічні співвідношення маємо для всіх похідних вищих порядків . Отже в результаті перетворень рівняння (4.24) набуде вигляду:
(4.32)
Винесемо за дужки спільний множник в правій і лівій частинах рівняння  і матимемо:
 (4.33)
Множники за дужками  (інтеграли) згідно з використаною підстановкою (2) - це зображення вихідного y(p) та вхідного x(p) сигналів.




Величину х(р) прийнято називати зображенням (за Лапласом) вхідної величини x(t).
З (11) для зображення вихідної величини y(p) одержимо:
.		(4.36)




Величина y(p) зв’язана з величиною x(p) алгебраїчним відношенням (4.36)




Визначення передатної  функції таке:
Передатна функція – це відношення зображення по Лапласу вихідного сигналу до вхідного при нульових початкових умовах.
Розв’язання диференційних рівнянь розглянутим тут методом називають операційним численням. 
Сутність операційного числення полягає у тому, що замість розв’язання диференційного рівняння відносно функцій часу (оригіналів) переходять до алгебраїчного рівняння для зображень цих функцій, а пізніше, після вирішення алгебраїчного рівняння, знову повертаються до оригіналів. Справа в тому, що обчислення зображень  є простою операцією. Для більшості вживаних функцій такі обчислення виконані й зведені в математичні таблиці перетворень Лапласа, які мають назву: „таблиці оригінал – зображення”, або більш повно таблиці функцій та їх зображень за Лапласом.
Схематично метод операційного числення, тобто метод розв’язання диференційного рівняння із застосуванням перетворення Лапласа можна представити, як показано на рис.4.10.


Рис. 4.10 – Схема розв’язання диференційного рівняння методом операційного числення
Необхідно знайти розв’язок лінійного неоднорідного диференційного рівняння. Безпосередньо розв’язати рівняння складно, на шляху розв’язання є досить важкі математичні перешкоди. Тому використовуємо обхідний шлях. Від диференційного рівняння переходимо до допоміжного рівняння, ввівши передаточну функцію системи. Потім відшукуємо зображення вихідної величини. Наступним кроком за зображенням, користуючись математичними таблицями,  знаходимо розв’язок диференційного рівняння.
Порядок розв’язання диференційного рівняння в методі операційного числення такий:
1.	Записати передаточну функцію, яка відповідає рівнянню.
2.	Знайти зображення вхідного сигналу, користуючись правилами перетворення та математичними таблицями оригінал – зображення.
3.	Відшукати зображення вихідного сигналу, перемноживши зображення вхідного сигналу на передаточну функцію.
4.	Знайти оригінал вихідного сигналу, користуючись математичними таблицями оригінал – зображення.
у методі операційного числення розв’язок диференційного рівняння зводиться до алгебраїчних перетворень і відшукання зображення функції згідно з правилами і математичними таблицями.
Метод операційного числення широко використовується в ТАК, у всіх наукових дисциплінах, де є проблема розв’язання лінійних неоднорідних диференційних рівнянь.
Передаточну функцію для диференційного рівняння можна легко здійснити шляхом формальної заміни в диференційному рівнянні оператора похідної символічним оператором p. Після цього можна знайти передаточну функцію і відшукати зображення вихідного сигналу як добуток передаточної  функції на зображення вхідного сигналу.
Передатна функція поряд з диференційним рівнянням однозначно характеризує систему. Знання передаточної  функції тотожне знанню диференційного рівняння. Знаючи передаточну функцію, ми легко можемо записати диференційне рівняння і навпаки. Проте використання передаточних  функцій набагато зручніше, тому що використання їх дозволяє замінити інтегрування диференційного рівняння вирішенням алгебраїчного рівняння. 
Ще однією перевагою передаточних  функцій є те, що знаючи структурну схему САК, значно легше записати передаточну функцію ніж скласти диференційне рівняння. Це ми розглянемо пізніше.

Контрольні запитання для перевірки засвоєння навчального матеріалу

1.	Який стандартний вигляд диференційного рівняння прийнято в ТАК?
2.	Яку умову повинна виконувати система, щоб її можна було описати лінійним диференційним рівнянням?
3.	Сформулюйте властивість суперпозиції.
4.	Яке диференційне рівняння називають лінійним?
5.	Що таке порядок рівняння?
6.	Чим відрізняються розв’язання диференційних і алгебраїчних рівнянь?
7.	Скільки коефіцієнтів інтегрування містить загальний розв’язок диференційного рівняння?
8.	Яке рівняння називають характеристичним?
9.	Яку роль відіграє характеристичне рівняння у визначенні властивостей САК?
10.	Нарисуйте графік експоненціальної функції при додатному та від’ємному значенні коефіцієнта експоненти.
11.	Запишіть приклад рівняння, рішення якого є комплексним числом.
12.	Скільки комплексних коренів має алгебраїчне рівняння  n-го порядку?
13.	Які комплексні числа називають комплексно спряженими?
14.	Сформулюйте умову стійкості САК.
15.	Як обрахувати корені характеристичного рівняння?
16.	Як одержати характеристичне рівняння маючи диференційне рівняння системи?
17.	Що являє собою комплексна площина?
18.	Де розміщені корені стійкої системи на комплексній площині?
19.	Які форми запису комплексного числа ви знаєте?
20.	Запишіть формули Ейлера для тригонометричних функцій.
21.	Яке диференційне рівняння називають однорідним?
22.	За допомогою якої універсальної підстановки розв’язують однорідні диференційні рівняння зі сталими коефіцієнтами?
23.	Яке рівняння називають характеристичним? 
24.	Сформулюйте правило про загальний розв’язок неоднорідного диференційного рівняння.
25.	Запишіть формулу інтегрування по частинах.
26.	У чому полягає суть методу операційного числення?
27.	Що називають зображенням функції?
28.	Як перейти від зображення функції до оригіналу?
29.	Дайте визначення передаточної функції. 
30.	Запишіть передаточну функцію за відомим диференційним рівнянням.
31.	Запишіть диференційне рівняння за відомою передаточною функцією динамічних ланок.
32.	Знайдіть за допомогою математичних таблиць зображення найпростіших функцій (х = 1; х = t; x = t2; x = sin(ωt)).
33.	Як записати передаточну функцію системи, для якої відоме лінійне диференційне рівняння?
34.	Як розв’язати диференційне рівняння за допомогою методу операційного числення?
35.	Запишіть неоднорідні диференційних рівняння динамічних ланок, права частина яких дорівнює 1 і знайдіть їх вирішення методом операційного числення.


Розділ 5. Структурна схема САК

5.1.	Визначення структурної схеми САК

Структурна схема САК – це умовне графічне зображення системи автоматичного керування, яке служить для її математичного опису. На структурній схемі САК зображають у вигляді з’єднаних між собою динамічних ланок. 
Динамічна ланка – це умовно виділена частина системи автоматичного керування, яка виконує найпростіші перетворення сигналів. 
Динамічна ланки відповідають певним перетворенням сигналів у системі. Ці перетворення описують як правило засобами математики, а саме передатною функцією динамічної ланки. Зображають динамічні ланки прямокутником, всередині якого записують передатну  функцію. В якості динамічних ланок виступають умовно виділені частини системи, в яких здійснюються найбільш прості перетворення сигналів. Динамічні ланки з’єднують між собою стрілками, які відповідають напрямку передачі сигналу від однієї ланки до іншої. Динамічні ланки є ланками направленої дії.
Ланкою направленої дії - це ланка, яка передає сигнал тільки в одному напрямку з входу на вихід і її властивості не залежать від інших ланок, з якими вона з’єднана.
Ланка направленої дії це певна ідеалізація. Фактично немає таких ланок, щоб на них не впливали інші ланки. Наприклад, у розглянутій нами САК обертами двигуна постійного струму двигун впливає на роботу генератора і напруга на виході генератора Ug, приєднаного до двигуна Uд, дещо відрізняється від напруги холостого ходу генератора Ug. Але  ми цим впливом нехтували і вважали Ug ≈ Uд. У випадках, коли впливом іншої ланки не можна нехтувати, реальну ланку можна подати у вигляді двох ланок направленої дії, з’єднаних зустрічно–паралельно, як це показано на рис.5.1.


Рис. 5.1 – Заміна однієї реальної ланки двома ланками направленої дії

Умовні позначення, прийняті для структурних схем, показані на рис 5.2. Це:
	динамічна ланка – прямокутник, в середині якого записана Передатна функція;
	сигнал, що передається від однієї ланки до іншої – стрілка з вказівкою напрямку передачі сигналу;
	розгалуження сигналів – стрілка, що відгалужується  від іншої стрілки;
	злиття сигналів – суматор у вигляді кружка, поділеного на сектори, причому не зафарбованому сектору відповідає сигнал зі знаком “+”, а зафарбованому – зі знаком “-”.

Рис. 5.2 – Умовні позначення для на структурних схем
а – динамічна  ланка; б – сигнал, що передається від однієї ланки до іншої; в –розгалуження сигналів; г – злиття сигналів (суматор)

5.2.	Структурна схема САК обертами двигуна







Рис. 5.3 – Структурна схема САК швидкістю обертання двигуна постійного струму з незалежним збудженням

У структурну схему САК  входять такі блоки:
-	блок суматора, на який подають сигнали задаючої дії Uз і зворотного зв’язку Uзз від тахогенератора. Нижній сектор суматора зафарбований, що свідчить про те, що сигнал зворотного зв’язку віднімається від задаючого сигналу (деколи говорять, що сигнал подається проти фазі);
-	блок напівпровідникового підсилювача, його Передатна функція Kпп;
-	блок генератора, його Передатна функція  ;
-	блок двигуна з передаточною  функцією 
-	блок тахогенератора з передатною  функцією Ктг;




У системах автоматичного керування використовують цілий ряд типів динамічних ланок. Тип динамічної ланки визначається процесами перетворення інформації, які ці ланки забезпечують. Ці процеси перетворення сигналів описують певними диференційними рівняння. Різних типів динамічних ланок можна нарахувати кілька десятків. Проте найбільш важливими і вживаними є шість ланок, а саме: 
	підсилювальна динамічна ланка, 
	аперіодична (інерційна),




(Декому важко сприймати, що потрібно користуватись такою складною річчю, як диференційні рівняння. Проте більш простого і точного опису процесів просто не існує. Звичайно, для найпростіших перетворень сигналів можна використати словесний опис. Наприклад, підсилююча ланки підсилює сигнал чи перетворює його. Диференційна ланка видає сигнал пропорційний швидкості зміни вхідного сигналу. Інтегруюча ланка – видає сигнал, який дорівнює сумарній величині вхідного сигналу за певний проміжок часу. Але навіть у цих найпростіших випадках словесна форма опису є незручною. Описати словами дію інших ланок просто неможливо, настільки вона складна, а математична формула її описує у всіх деталях, правда, мовою, зрозумілою для спеціаліста. Спеціалісти повинні розуміти мову математики, і вільно володіти нею.)
 Розглянемо основні типи динамічних ланок.
Підсилювальна ланка – це найпростіша динамічна ланка. Вона підсилює сигнал, або перетворює його з однієї фізичної величини в іншу. Рівняння такої ланки можна записати так: 
.						(5.1)
Передатна функція ланки 
W(p) = K.						(5.2)
Тут К – коефіцієнт підсилення, або коефіцієнт передачі.
Такими ланками у розглянутій нами САК швидкістю двигуна є напівпровідниковий підсилювач і тахогенератор. Вихідний сигнал підсилювача в точності дорівнює вхідному сигналу, помноженому на коефіцієнт підсилення, якщо, звичайно, підсилювач якісний. Аналогічно і для тахогенератора: вихідний сигнал відповідає швидкості обертання валу, тобто величині ω помноженій на коефіцієнт передачі. Назва коефіцієнт підсилення чи коефіцієнт передачі відображає тільки фізичну суть процесу. Як правило, в ТАК розглядають тільки системи з інформаційної точки зору, тому абстрагуються від фізичної суті явищ і , як правило, називають величину К – коефіцієнтом підсилення.
Залежно від значення величини К ланка може підсилювати або ослабляти сигнал. Якщо К>0, то  ланка підсилює сигнал, якщо K<0, то вона зменшує значення сигналу, але і в цьому разі ланку називають підсилювальною. 
Прикладами підсилювальних ланок можуть бути: зубчаста чи фрикційна передача, важіль, гідравлічний прес, подільник напруги, операційний підсилювач та багато інших механічних, гідравлічних чи електричних пристроїв.


Рис.5.4 – Приклади підсилювальних ланок.
а) подільник напруги, б) операційний підсилювач, в) зубчата передача, г) важіль

Аперіодична ланка (інерційна ланка, аперіодична ланка першого порядку). Ланка, яка описується диференційним рівняння 

.						(5.3)




Тут К – коефіцієнт підсилення, 
T – постійна часу.
Такою ланкою в розглянутій нами САК обертами двигуна є генератор. Ланка відповідає інерційному елементу, якому властиве певне запізнення. Прикладами таких ланок є: маховики, які розміщені на осі і розкручуються зовнішніми силами. Двигун, без урахування індуктивності якоря, коли враховують тільки його активний опір, резервуар пневмосистеми, в який нагнітають повітря, RC та LR - ланцюжки в електричному колі та багато інших систем. Ряд прикладів аперіодичних ланок показано на рис.5.5.


Рис. 5.5 – Приклади аперіодичних ланок І –го порядку (інерційних ланок)
а) RC – ланцюжок, б) LR  - ланцюжок, в) двигун без врахування індуктивного опору якоря, г) резервуар компресора.





де К – коефіцієнт підсилення;
T – постійна часу;
D – постійна затухання коливань.
Це ланки, в яких виникають коливальні процеси. Прикладом можуть бути різні механічні системи, наприклад, маятник, вантаж на пружній підвісці і т.п. Електричною коливальною ланкою є LC ланцюжок. Приклади коливальних ланок наведені на рис. 5.6. 

Рис.5.6 – Приклади  коливальних ланок
a)	вантаж на пружній підвісці, б) маятник, в) LC ланцюжок, г) коливальний контур  д) електричний двигун.

Аперіодична ланка ІІ порядку Це та ж коливальна ланки, яка розглянуто раніше, але при умові, що затухання в ній велике і коливання не виникають. Коливальна ланка, яка відповідає рівнянню (5.5), стає аперіодичною ланкою II порядку, якщо постійна затухання більша 1. Тобто при умові D > 1 коливальна ланка перетворюється в аперіодичну ланку другого порядку. І навпаки при D < 1 аперіодична ланка ІІ порядку стає коливальною. Досить часто не підкреслюють, чи ланка є коливальною, чи аперіодичною ланкою другого порядку, а говорять тільки про коливальні ланки, оскільки вони описуються одним і тим же рівнянням і можуть бути однаковими за конструкцією, відрізняючись тільки своїми характеристиками. Важливо відмітити, що характеристичне рівняння коливальної ланки має два комплексно спряжені корені, а аперіодичної ланка другого порядку – два дійсні корені. Аперіодична ланка другого порядку може бути представлена як послідовне з’єднання двох аперіодичних ланок першого порядку, що не можна зробити для чисто коливальної ланки.




Рис. 5.7 – Приклади аперіодичних ланок другого порядку
а – подвійний RC  ланцюжок; b – подвійний LR ланцюжок; c – електричний двигун; d – два резервуари стиснутого повітря.

Диференційна ланка. Ланка, вихідна величина якої дорівнює швидкості зміни вхідної величини. Вона описується диференційним рівняння: 
.					(5.7)
Передатна функція диференційної ланки:
					(5.8)
Реалізувати ідеальну диференційну ланку практично неможливо, оскільки будь-яка реальна система має кінцевий проміжок дії. Тому використовують реальні диференційні ланки. 
Реальна диференційна ланка описується рівнянням
.					(5.9)
Передатна функція ланки 
.						(5.10)
Тут К – коефіцієнт підсилення, 
T – постійна часу.




Рис.5.8 – Реальні диференційні ланки
а) CR ланцюжок, б) RL ланцюжок, в) трансформатор, г) заслінка в потоці рідини чи газу, д) диференційний підсилювач







Тут К – коефіцієнт підсилення, 
З формули (5.11) видно, що вихідний сигнал пропорційний інтегралу від вхідного сигналу. Справді, з (5.11), якщо виконати почленне інтегрування, отримаємо
.						(5.13)
Прикладами інтегруючих ланок є бак, в який наливається вода, конденсатор, що заряджається через резистор, черв’ячна механічна передача та ін. Приклади інтегруючих ланок наведено на рис. 5.9.

Рис. 5.9 – Приклади інтегруючих ланок
a) – конденсатор, який заряджається струмом; b) – резервуар з рідиною; c) – черв’ячна передача

Отже ми познайомились з основними типами динамічних ланок САК. Їх не так вже й багато. П’ять основних типів ланок, які ми щойно розглянули, визначають майже 90% обладнання систем керування. Фізичні принципи, на яких реалізовані динамічні ланки, є самими різноманітними. Це і чисто електричні пристрої, і механічні, і пневматичні. У системах керування можна використовувати ланки, реалізовані на будь-яких фізичних принципах і це не залежить від призначення системи. Звичайно, найбільш часто використовують динамічні ланки, в яких основні перетворення здійснюються завдяки електричним процесам. Це пояснюється тим, що електричні явища мають найрізноманітніші прояви і реалізувати будь-які динамічні ланки засобами електротехніки найпростіше. Але з таким самим успіхом, використовуються і чисто механічні елементи систем керування, гідравлічні й пневматичні. Керування - це інформаційний процес і важливим в ньому є тільки дотримання потрібного закону перетворення величин (сигналів). Які фізичні процеси лежать в основі процесів перетворення, чим забезпечується той чи інший закон перетворення сигналу  – не відіграє суттєвої ролі. Одні і ті ж функції керування може виконувати як механічна система, так і  електрична чи пневматична, або навіть комбінована, тобто система, яка має механічні, електричні гідравлічні та інші складові. Наприклад, візьміть автомобіль чи тролейбус. Він має цілий ряд систем керування, але це і механічні системами, і електричні, гідравлічні і пневматичні, в яких здійснюється керування за одними і тими ж принципами, але різними пристроями..

Контрольні запитання для перевірки засвоєння навчального матеріалу

1.	Яка елементарна ланка відповідає генератору у схемі керування обертами двигуна? Яка двигуну?, Тахогенератору?
2.	Які параметри визначають аперіодичну ланку, коливальну ланку?
3.	Наведіть приклади пристроїв, які можна подати як інтегруючу ланку.
4.	Наведіть приклади пристроїв, які можна використати як диференційну ланку.
5.	Наведіть приклади аперіодичної ланки.
6.	Наведіть приклади пристроїв, які можна подати як коливальну ланку.
7.	Наведіть приклади підсилюючої ланки.
8.	Чому дорівнює вихідний сигнал інтегруючої ланки? Диференційної ланки?
9.	Запишіть передатні функції вивчених типів динамічних ланок.
10.	Якою динамічною ланкою можна представити електричний двигун у системі керування?
11.	Яка механічна система відповідає коливальній ланці?
12.	Поясніть, в яких випадках одну і ту ж сукупність елементів можна розглядати як ланки різного типу?
13.	Чому механічні, електричні, гідравлічні та інші пристрої в ТАК подають як однотипні ланки?

5.4.	Способи з’єднання динамічних ланок та їх Передатна функція

Аналіз САК виконують для вирішення найрізноманітніших завдань, таких як розробка нових систем керування, виявлення причин незадовільної роботи, покращання роботи існуючих систем і т.п. Це потребує визначення характеристик САК в цілому. Характеристики окремих ланок розглянуто раніше. Це часові й частотні характеристики. Їх визначають за передатною функцією ланки. При аналізі САК виникає проблема визначення вказаних характеристик для системи в цілому. Для цього перш за все потрібно обрахувати передаточну функцію системи. Її можна обрахувати за структурною схемою системи. Отже розглянемо завдання одержання передаточної функції САК за структурною схемою.
Структурна схема відображає типи динамічних ланок, з яких складається система, та способи їх з’єднання. Динамічні ланки можуть бути з’єднаними між собою різними способами. Способів з’єднання динамічних ланок  є всього три, а саме:
	послідовне, 
	паралельне,








Рис.5.10 – Послідовне з’єднання динамічних ланок.

Розглянемо завдання заміни послідовного з’єднання ланок однією ланкою. Яка повинна бути передатна функція такої ланки? Згідно з визначенням Передатна функція ланки – це відношення зображення вихідного сигналу до зображення вхідного сигналу при нульових початкових умовах (відношення перетворення за Лапласом).
Передатна функція ланки, яка замінить наш ланцюжок послідовно з’єднаних ланок, - це відношення вихідної величини ланок до вхідної:
.					(5.14)
Виконаємо математичні перетворення таким чином:
	(5.15)
Передатна функція окремої ланки така:
.					(5.16)
Отже в результаті одержимо:
.				(5.17)
Передатна функція послідовно з’єднаних ланок дорівнює добутку передаточних функцій усіх ланок, з’єднаних в ланцюжок. 




Паралельним з’єднанням динамічних ланок називають з’єднання, в якому вхідний сигнал усіх ланок є один і той же, а вихідний сигнал є сумою вихідних сигналів усіх ланок.
Схема паралельно з’єднаних ланок показана на рис.5.11.

Рис.5.11 – Паралельне з’єднання динамічних ланок

Передатна функція ланки, яка замінить усі паралельно з’єднані ланки, дорівнює відношенню зображень вихідної величини до зображення вхідної величини і дорівнює
 .					(5.18)
Відповідно до наведеної схеми паралельно з’єднаних ланок вихідний сигнал такий:
.			(5.19)
Але передаточні функцій кожної ланки - це відношення зображення вихідного сигналу до зображення вхідного сигналу:
; 	: 	.	(5.20)




Передатна функція паралельно з’єднаних ланок дорівнює сумі передаточних функцій окремих ланок.
Паралельно з’єднані ланки можна замінити однією ланкою, Передатна функція якої дорівнює сумі передаточних функцій усіх ланок

Зустрічно-паралельне з’єднання (з’єднання зі зворотним зв’язком)
Це таке з’єднання, в якому вихід першої ланки з’єднаний з входом другої ланки, а вихід другої ланки з’єднаний зі входом першої ланки. Зустрічно паралельне з’єднання показане на рис.5.12. Тут ланка W1(p) знаходиться на прямому зв’язку, а ланка W2(p) на зворотному зв’язку.


Рис. 5.12 – Зустрічно - паралельне з’єднання ланок

Визначимо передаточну функцію ланки, яка еквівалентна ланкам зі зворотнім зв’язком. 
Величина сигналу, який передається до суматора, через ланку зворотного зв’язку до рівнює:
.				(5.23)
Сигнал після суматора х1(р) дорівнює:
.				(5.24)
Вихідний сигнал у(р) дорівнює:
.		(5.25)
Останнє рівняння можна записати так:
.			(5.26)
Звідси знайдемо передаточну функцію, яка буде 
.					(5.27)
У формулі (5.27) стоїть знак , тому що в даному випадку, при додатному зворотному зв’язку, стоїть знак – а в випадку від’ємного зворотного зв’язку знак +. Подвійний знак у формулі записано, щоб охопити випадки додатного та від’ємного зворотного зв’язку. 
Щоб надати формулі більш загального вигляду, позначають передаточну функцію ланок, які знаходяться на прямому зв’язку Wпр(t), а передаточну функцію всіх ланок ланцюжка Wрс(t). Передатну функцію Wрс(t) називають передаточною функцією розімкнутої системи, тобто всіх ланок зворотного зв’язку при умові, що вони ввімкнуті послідовно, а зв’язок розірвано. Тоді формула матиме вигляд
.					(5.28)




Під зворотним зв’язком розуміють подачу сигналу з виходу системи на її вхід.
Розрізняють додатній і від’ємний зворотній зв’язок. Якщо сигнал зворотного зв’язку складується з вхідним сигналом системи (співпадає з ним за фазою), то такий зворотній зв’язок називають додатнім. Додатній зворотний зв’язок веде до нестійкості системи, до виникнення коливань у системі. Він, як правило, застосовується в генераторах і релейних схемах. Типовим елементом з додатним зворотним зв’язком є тригер. Додатній зворотний зв’язок приводить до того, що система може знаходитись в одному з двох стійких станів. У результаті зворотного зв’язку стан системи змінюється досить різко, система від одного стійкого стану переходить у другий стійкий стан. Додатній зворотний зв’язок в генераторах викликає збудження системи і підтримання незатухаючих коливань.
Якщо сигнал зворотного зв’язку віднімається від вхідного сигналу (знаходиться проти фази з ним), то такий зворотний зв’язок називають від’ємним. У системах автоматичного керування переважно використовують від’ємний зворотний зв’язок. У більшості випадків, говорячи про зворотній зв’язок, ми матимемо на увазі саме від’ємний зворотній зв’язок.
Введення зворотного зв’язку в систему перетворює розімкнуту систему керування в замкнуту. Замикання системи зворотним зв’язком є найбільш вживаним методом забезпечення автоматичного керування. Замикання системи кардинально змінює динаміку об’єкта керування і суттєво підвищує точність керування. Об’єкти, які без зворотного зв’язку працюють нестійко, після введення є зворотного зв’язку змінюють свої динамічні характеристики і працюють стійко. Замикання системи також веде до підвищення точності керування. Це підвищення точності керування залежить від величини коефіцієнта підсилення системи. Замикання системи також веде до зменшення тривалості перехідних процесів у системі. Зменшення тривалості перехідних процесів також визначається коефіцієнтом підсилення і дорівнює 1 + К.
Зворотний зв’язок може здійснюватись різними динамічними ланками та мати різні характеристики. Тому розглядають різні типи зворотного зв’язку. 
Залежно від часу дії зворотній зв’язок поділяють на жорсткий та гнучкий. Жорстким зворотнім зв’язком називають зворотний зв’язок, який діє постійно. Сигнал жорсткого зворотного зв’язку пропорційний вихідній величині.
Залежно від того, яку роль в САК відіграє зворотний зв’язок, розрізняють загальний і місцевий зворотний зв’язок. Загальний зворотний зв’язок охоплює всю САК в цілому, тоді як місцевий зворотний зв’язок може охоплювати тільки певні частину САК.
Жорсткий зворотній зв’язок – це зв’язок, який діє постійно. Здійснюється він за допомогою пропорційних динамічних ланок. 
Гнучкий зворотний зв’язок – це зв’язок, який діє тільки під час зміни вихідної величини. Сигнал гнучкого зворотного зв’язку пропорційний швидкості зміни вихідної величини.
Залежно від типу зворотного зв’язку розрізняють типа регуляторів, а саме: П, Д, ПД, ПІ та ПІД регулятори. 
П регулятори – це пропорційні регулятори, в яких сигнал зворотного зв’язку пропорційний вихідній величині.
Д та ПД – це диференційні та пропорційно диференційні регулятори, це регулятори, в яких сигнал зворотного зв’язку пропорційний швидкості зміни (похідній) вихідного сигналу, до складу регулятора входить диференційна ланка.
ПІ – це пропорційно інтегральні регулятори, це регулятори в яких введена інтегральна ланка для  усунення статичних помилок регулювання.
ПІД регулятори - це регулятори, до складу яких входять підсилюючі, інтегруючі та диференційні ланки. 

5.6.	Правила перетворення структурних схем

Маючи складну САК, під час її аналізу потрібно розрахувати її передаточну функцію. Правила заміни паралельного, послідовного, зустрічно–паралельного з’єднань однією ланкою дозволяють це зробити. Але не у всіх випадках. Розглянемо приклад структурної схеми, показаної на рис. 5.13 

Рис.5.13 – Приклад структурної схеми САК

Аналізуючи цю схему, переконуємось, що використати правила заміни не можна. Причина тут в тому, що у схемі є зв’язки, які перетинаються. У результаті не можна віднести з’єднання ні до чисто паралельного, ні послідовного. Так, ланки W1(p) і W2(p) з’єднані послідовно, Але замінити їх однією ланкою не можна, оскільки між ними є суматор, до якого підходить ще один сигнал. Ланка W4(p) з’єднана паралельно до ланки W1(p), Але їх також не можна замінити однією ланкою. Для одержання передаточної функції у цьому випадку необхідно перетворити схему таким чином, щоб у ній можна було виділити групи ланок, з’єднані послідовно, паралельно чи зустрічно паралельно. Для цього скористаємось правилами перетворення структурних схем. Загальне правило перетворення структурних схем можна сформулювати таким чином.
Правило перетворення структурних схем. У структурних схемах допускається переміщувати вузли й суматори сигналів із входу ланки на її вихід, чи навпаки, додаючи при цьому фіктивні ланки, з тим розрахунком, щоб сигнали реальних ланок залишались незмінними. Розглянемо це правило для різних варіантів перетворення і запишемо правила перетворення для кожного варіанта у вигляді таблиці. 
Позначимо рискою ланку зворотної дії, а саме   .





4	Перенесеннявузла зі входу ланки на її вихід		
5	Перенесеннявузла із виходу ланки на її вхід		
6	Перенесеннясуматора зі входу ланки на її вихід		
7	Перенесеннясуматора із виходу ланки на її вхід		
8	Заміна ланок прямого і зворотного зв’язку		
9	Перехід до одиничного зворотного зв’язку		

1.	Перестановка вузлів. Вузли можна переставляти, оскільки при відгалуженні сигнали у всіх відгалуженнях одинакові 
2.	Перестановка суматорів. Зображення сигналів підлягає адитивному закону і при перестановці доданків сума не міняється. 
3.	Перестановка ланок. Аналогічно попередньому випадку. Добуток передаточних функцій при перестановці не змінюється. 
4.	Перенесення вузла зі входу ланки на її вихід. При перенесенні вузла зі входу ланки на вихід потрібно додати фіктивну ланку зворотної дії. Оскільки відгалужений сигнал перед ланкою не змінюється нею, а після ланки він змінився, то щоб компенсувати цю зміну, треба на шляху відгалуженого сигналу ввести фіктивну ланку зворотної дії. 
5.	Перенесення вузла з виходу ланки на її вхід. У цьому випадку потрібно додати ланку прямої дії, оскільки відгалужений сигнал на вході  ланки не був перетворений цією ланкою як на вихідній схемі.
6.	 Перенесення суматора зі входу ланки на її вихід. У даному разі потрібно долучити фіктивну ланку прямої дії, оскільки у вихідній схемі сума обох  сигналів проходить через динамічну ланку.
7.	Перенесення суматора із виходу ланки на її вхід. Це перетворення потребує введення фіктивної ланки зворотної дії, яка б компенсувала перетворення сигналу х2(р), яке відбувається в динамічній ланці після перенесення суматора.
8.	Заміна ланок прямого і зворотного зв’язку. Дане перетворення здійснюється шляхом заміни ланок ланками зворотної дії. Наведені розрахунки показують еквівалентність обох схем. 
9.	Перехід до одиничного зворотного зв’язку. Одиничний зворотній зв’язок - це зв’язок, при якому сигнал з виходу системи подається на її вхід без зміни. Такий перехід доводиться виконувати при визначенні точності системи. Еквівалентна схема показана в табл. 2. Наведені розрахунки доводять, що еквівалентна схема виконує ті ж перетворення сигналу, що і вихідна схема.

5.7.	Приклад одержання передатної функції САК за її структурною схемою

Розглянемо приклад розрахунку передаточної функції системи, зображеної на рис. 5.13. Як вже було відмічено, дана схема має перетин зв’язків і виділити в ній ланки з’єднані послідовно, паралельно чи зустрічно-паралельно неможливо. Виконаємо перетворення схеми за наведеними правилами і обрахуємо передаточну функцію.




Рис. 5.14 – Еквівалентна схема САК після переносу суматора зі входу ланки W2(p) на її вихід

Наступним кроком перетворення можна переставити суматори місцями, об’єднати ланки W1(p) і W2(p), які ввімкнуті послідовно, і ланки W5(p) і фіктивну ланку W2(p), які також ввімкнуті послідовно. Еквівалентна схема показана на рис. 5.15.


Рис. 5.15 – Еквівалентна схема САК після другого кроку перетворення.













Рис. 5.16 – Еквівалентна схема САК після третього кроку перетворення





Рис. 5.17 – Еквівалентна схема САК після третього кроку перетворення

Замінивши дві послідовно з’єднані ланки однією, одержуємо передаточну функцію системи в цілому, яка дорівнює

.				(5.31)
Підставляючи конкретні значення передаточних функцій в одержану формулу, матимемо передаточну функцію системи. 
Аналогічно можна обрахувати передаточну функцію будь-якої складної САК.
Розрахунок передаточних функцій виконується не тільки в ТАК, але і в інших наукових дисциплінах. До аналогічних завдань ми приходимо, вивчаючи електричний привод, динаміку механічних систем і в багатьох інших випадках. Після отримання передаточної функції подальший аналіз зводиться виключно до вивчення властивостей одержаної передаточної функції.

Контрольні запитання перевірки засвоєння навчального матеріалу
1.	Що являє собою структурна схема САК? Дайте визначення структурної схеми.
2.	Для чого призначена структурна схема САК?
3.	Поясніть відповідність між структурною схемою, показаною на рис. 5.3, і функціональною схемою САК (див. рис.3.2), розглянутою в попередньому розділі.
4.	Чому елементарні ланки в ТАК називають динамічними?
5.	Що розуміють під визначенням «динамічна ланка направленої дії»?
6.	Які типи динамічних ланок ви знаєте? Запишіть їх передатні функції.
7.	Які характеристики динамічних ланок ви знаєте?
8.	Дайте визначення передатної функції ланки.
9.	Які умовні позначення використовують у структурних схемах?
10.	Які типи з’єднань динамічних ланок використовують у структурних схемах САК?
11.	Яке з’єднання ланок називають послідовним, паралельним?
12.	Яке з’єднання ланок називають зустрічно - паралельним? 
13.	Чому дорівнює Передатна функція послідовно з’єднаних ланок?
14.	Яке з’єднання ланок називають паралельним?
15.	Чому дорівнює Передатна функція паралельно з’єднаних ланок?
16.	Запишіть формулу передаточної функції ланок зі зворотнім зв’язком.
17.	Яка ланки називається ланкою оберненої дії.
18.	Запишіть як обрахувати зображення сигналу, що пройшов через ланку з передаточною функцією W(p)/
19.	Що розуміють під визначенням „розімкнута система”?
20.	Які типи зворотного зв’язку ви знаєте?
21.	Що таке зворотній зв’язок?
22.	Який зворотній зв’язок називають гнучким?
23.	Як забезпечити гнучкий зворотній зв’язок?
24.	Які типи регуляторів визначає тип зворотного зв’язку?
25.	Чи потрібно вводити фіктивну ланку при перенесенні суматора зі входу ланки на її вихід? Яку і де потрібно додати ланку, щоб система була еквівалентна?
26.	Сформулюйте правила перенесення відгалужень зі входу ланки на її вихід і навпаки.













Під час аналізу реальних систем керування виникає питання експериментального визначення характеристик системи, характеристик її окремих ланок. Під час експериментального вивчення на систему подають певний сигнал і вимірюють, як вона реагує на нього. Залежно від реакції можна визначити, що являє собою система, які її характеристики. Вивчаючи окремі динамічні ланки, можна визначити тип динамічної. ланки та її параметри. Теоретичне вивчення САК також ґрунтується на експериментальних дослідженнях і результати цих досліджень покладені в основу теоретичного вивчення САК.
Для експериментального вивчення САК та окремих ланок потрібно, в першу чергу, вибрати випробувальний сигнал, який слід подавати на систему. Вимоги до сигналу такі: 
	сигнал повинен бути максимально простим в реалізації.
	сигнал повинен бути максимально інформативним, тобто дозволяти визначити максимальну кількість параметрів системи.
Сигналів, які відповідають таким умовам, є декілька. Залежно від випробувальних сигналів розрізняють різні характеристики систем. У теорії інформацій, радіотехніці, електротехніці, теорії електричних кіл, в теорії електрозв’язку, радіозв’язку, в ТАК та в інших наукових дисциплінах. прийнято описувати системи двома різновидами характеристик, а саме:
	часові характеристики,
	частотні характеристики.
Часові характеристики – визначають поведінку системи в часі. На вхід системи подають випробувальний сигнал і вивчають зміну вихідного сигналу протягом певного проміжку  часу. Часові характеристики подають у вигляді функцій часу, або у вигляді графіків залежності вихідного сигналу від часу, який пройшов з моменту початку подачі сигналу.
Для вивчення часових характеристик:
-	ступінчатий,
-	імпульсний, 
-	наростаючий з постійною швидкістю,
-	наростаючий з постійним прискоренням.
У разі вивчення часових характеристик за допомогою осцилографів чи самописців використовують сигнали, які періодично повторюються, а саме сигнал типу меандр, трикутний сигнал, пилкоподібний та ін. 
Частотні характеристики – визначають реакцію систем на гармонічні сигнали різних частот. Подають їх у вигляді частотних функцій або графіків залежностей певного параметра від частоти. Частотні характеристики використовують так само часто, як і часові. Подекуди частотні характеристики доповнюють часові. 
Для вивчення частотних характеристик використовують такі сигнали:
-	гармонічний сигнал сталої частоти,
-	гармонічний сигнал зі змінною частотою,
-	шумовий сигнал білого чи рожевого шуму.
Розглянемо названі сигнали.




Рис. 6.1 – Ступінчастий сигнал

Математично сигнал можна записати таким чином:
.					(6.1)
Тобто сигнал рівний нулю до моменту часу t0 і рівний певній величині після цього моменту часу. Як правило, величину сигналу вибирають рівною 1 і момент зміни величини сигналу рівним  нулю t0 = 0. Такий сигнал називають одиничним ступінчатим сигналом. 
Математичний вираз (1) має самостійне значення і його відносять до розряду узагальнених функцій. Узагальнену функцію вигляду (1) називають тета функцією. Записують й так: 
.				(6.2)
Імпульсний сигнал. Це сигнал у вигляді надзвичайно короткого імпульсу, з безконечною амплітудою. Сигнал показано на рис.6.2, а). Звичайно такий сигнал практично реалізувати неможливо і в якості імпульсного сигналу приймають сигнал досить великої амплітуди та малої тривалості. Такий сигнал показано на рис.6.2, б).

Рис. 6.2 – Імпульсний сигнал
а) – теоретичний вигляд сигналу; б) – реальний імпульсний сигнал

Математично імпульсний сигнал можна записати таким чином:
				(6.3)
У математиці таку функцію також відносять до узагальнених функцій і називають дельта функцією.
Властивістю дельта функції є те, що інтеграл з неї дорівнює 1:
.					(6.4)
Це означає, що площа під графіком функції рівна 1. Сигнал може досягати будь-яких великих значень, але площа, яку він обмежує, завжди рівна 1. Навпаки, якщо амплітуда сигналу відносно невелика, то він стає більш широким, так що площа не змінюється. 




Тобто похідна з тета-функції дорівнює дельта-функції і, навпаки, інтеграл дельта-функції – це тета-функція.
Узагальнені функції досить широко використовуються в технічних науках, у фізиці. Наприклад, для математичного опису інтенсивності руху на перетинах доріг можна  використати тета-функцію. Вона дозволяє математично описати величини, що різко змінюються.
Сигнал наростаючий з постійною швидкістю - це сигнал, величина якого змінюється постійно і швидкість зміни постійно. Вигляд сигналу показано на рис.6.3. У ТАК такі сигнали використовують для дослідження так званих астатичних систем, які ми розглянемо дещо пізніше. Сигнали такого типу часто використовують, наприклад в осцилографі для рядкової розгортки. Реалізувати такий сигнал повністю неможливо, не можемо ми збільшувати будь-яку величину до безконечності. Тому використовують пилкоподібний сигнал, сигнал вигляду, показаного на рис. 6.3 г). Цей сигнал у разі використання осцилографа дозволяє вивести на екран характеристику системи, яка кадр за кадром буде повторюватись і на екрані буде давати стійке зображення.

Рис.6.3 – Типи випробувальних сигналів

Сигнал наростаючий з постійним прискоренням - це сигнал, величина якого наростає з одним і тим же прискоренням. Вигляд його показано на рис.6.3, б). Використовують такий сигнал для дослідження астатичних систем.
Сигнал типу меандр - це сигнал, вигляд якого показано на рис. 6.3 в). Він використовується для виводу на екран осцилографа зображення характеристик системи при ступінчастому сигналі. Якщо сигнал меандр повторюється з частотою зміни кадрів, то на екрані осцилографа буде постійно зберігатись одне і те ж зображення, яке відповідає ступінчатому сигналу.
Гармонічний сигнал - це сигнал, який описують тригонометричними функціями синус чи косинус. Використовують його для визначення частотних характеристик, тобто як система реагує на сигнали тієї чи іншої частоти. 
Потрібно пригадати, що таке амплітуда сигналу, його частота, період, кругова частота, адже ці величини дуже часто будуть зустрічатись в подальшому. Ці величини і співвідношення між ними такі:
,							(6.7)
А – амплітуда сигналу,
ω – кругова частота, 				(6.8)
 - частота сигналу,					(6.9)
Т – період.
Гармонічний сигнал зі змінною частотою - це той же синусоїдальний сигнал, частота якого змінюється в певному діапазоні від величини ω1 до ω2. Створюють його спеціальні генератори. Використовується такий сигнал для вивчення частотних характеристик, які подають завжди як графіки, в яких по горизонтальній осі відкладена частота, або логарифм частоти.




У подальшому ми розглядатимемо реакцію систем на ступінчастий та імпульсний сигнали.
Згідно з прийнятою термінологією характеристикою називають графік, а функцією – математичний вираз. Тобто якщо ми говоримо слово характеристика, то будемо розуміти, що це синонім слову графік.

Перехідна характеристика - графік зміни вихідного сигналу системи в часі при умові, що на її вхід подали ступінчастий сигнал.
Імпульсна перехідна характеристика – графік змін вихідного сигналу системи при умові, що на її вхід подали імпульсний сигнал.
Перехідна функція – функція, як описує вихідний сигнал системи при ступінчатому сигналі на її вході. Вона є розв’язком диференційного рівняння системи, права частина якого є тета-функція. Позначають перехідну функцію h(t).
Імпульсна перехідна функція – функція, як описує вихідний сигнал системи при імпульсному сигналі на її вході. Вона є розв’язком диференційного рівняння системи, права частина якого дорівнює імпульсній функції. Подекуди імпульсну перехідну функцію називають ваговою функцією і позначають (t).






	імпульсна перехідна, або вагова функція(t),
	імпульсна перехідна характеристика.
Зауважимо, що між перехідною та імпульсною перехідною (ваговою) функціями існує співвідношення
3.	.						(6.10)
4.	Часові характеристики найпростіших динамічних ланок










Імпульсна перехідна функція (вагова функція):
.					(6.14)




Рис. 6.4 - Перехідна та імпульсна перехідна характеристики підсилювальної ланки






Перехідна функція задовольняє рівнянню:
, 					(6.17)
при початковій умові .			









Розв’язок нашого рівняння, тобто перехідна функція аперіодичної ланки матиме вигляд
.			(6.22)
Побудуємо графік. Вигляд його показано на рис.6.5, a). Цей графік має назву перехідної характеристики аперіодичної ланки.


Рис.6.5 – Часові характеристики аперіодичної ланки
а) - перехідна характеристика, б) - імпульсна перехідна характеристика.

Вагову функцію (імпульсну перехідну функцію) можна знайти за співвідношенням (6.10)  .
Вона дорівнює 
.				(6.24)
Імпульсна перехідна характеристика (графік вагової функції) показана на рис.6.5 б).
Перехідна (а також імпульсна перехідна) характеристика повністю визначає аперіодичну ланку. Ланка має два параметри: коефіцієнт підсилення ланки К і постійну часу Т. З кожної характеристики можна визначити ці коефіцієнти. Коефіцієнт підсилення ланки дорівнює встановленому значенню вихідної величини на перехідній характеристиці, тобто значенню, яке має вихідна величина після завершення перехідного процесу. Постійну часу можна визначити як координату точки, в якій дотична до перехідної характеристики в початку координат перетинає лінію встановленого значення. Рівняння дотичної таке: 
,					(6.25)
при t = T вона перетне вісь абсцис.
y(t) =K	.						(6.26)

Аперіодична ланка першого порядку (ілюстрація використання методу операційного числення)
Розв’язати рівняння (6.16) для визначення перехідної характеристики можна також методом операційного числення. Для демонстрації методу операційного числення знайдемо розв’язок: 
.					(6.27)
Передатна  функція рівняння 
.						(6.28)
Права частина рівняння дорівнює 1 при початковій умові  
x(t) = 1	.					(6.29)
За таблицями перетворення Лапласа (таблиці оригінал – зображення) знаходимо зображення сигналу х(t)=1, яке дорівнює
 х(р) = 1/p.						(6.30)
Зображення перехідної знайдемо, помноживши передаточну функцію на зображення сигналу: 
.		(6.31)
Знову використаємо таблиці перетворень Лапласа (таблиці оригінал – зображення) і знаходимо вираз, який близький до (31), а саме:
 	.					(6.32)
Щоб вираз (31) привести до вигляду (32), покладемо: a = - 1/T:
	.			(6.33)
Отже розв’язок рівняння  (оригінал) буде такий:
,					(6.34)
що співпадає із найденим раніше розв’язком.
Щойно розглянутий метод розв’язання диференційного рівняння, а саме метод операційного числення, є універсальним. За його допомогою можна розв’язувати будь-які лінійні рівняння, тоді як використаний раніше метод розділення змінних придатний  тільки для розв’язання невеликого числа рівнянь.

Коливальна ланка.




Рівняння для визначення перехідної функції 
				(6.37)
з нульовими початковими умовами:
						(6.38)
Для знаходження перехідної функції треба розв’язати диференційне рівняння (37) з початковими умовами (6.38). Розв’яжемо його методом операційного числення. Зображення правої частини рівняння ми вже знаходили, воно записане формулою (30) х(р) = 1/p.
Отже зображення розв’язку рівняння (6.37) матиме вигляд
 			(6.39)
З таблиць перетворення Лапласа (таблиць оригінал-зображення) потрібно знайти оригінал для виразу (6.39), який і буде шуканим розв’язком рівняння. Можна скористатись будь-якими таблицями. Бажано мати таблиці, в яких розписані різні варіанти формул. Найпростіші таблиці незручні, тому що в них мало варіантів формул і потрібно робити ряд перетворень, щоб привести вираз до вигляду, який є в таблицях. Але можна скористатись будь-якими таблицями.
Дана формула в таблицях відсутня, але є інші формули, залежно від коренів знаменника (коренів характеристичного рівняння). Можливі такі випадки, а саме:
1.	знаменник (характеристичне рівняння)  має два комплексні корені;
2.	два дійсні і різні корені;
3.	два дійсні одинакові корені.
Найбільш цікавий випадок - це комплексні корені.






Уявні корені будуть, коли d < 1




Зображення (39) розв’язку рівняння (37) запишемо у вигляді:
		(6.43)
Згідно з таблицями зображення-оригінал знаходимо:
				(6.44)
Тут не розписуємо значення величин А, В, α, щоб не загромаджувати виклад матеріалу.
Підставивши значення величин А, В, α, матимемо розв’язок 
				(6.45)
Графік рішення наведено на рис. 6.6.


Дійсні корені різні d > 1
Корені позначимо р1 і р2.
Зображення (39) розв’язку рівняння (37) запишемо у вигляді 
.				(6.46)





У цьому випадку графік подібний до графіка аперіодичної ланки і таку ланку подекуди називають аперіодичною ланкою другого порядку.

Розглянемо перехідну характеристику коливальної ланки, тобто побудуємо графіки розв’язків рівняння для перехідної функції. Вигляд її показано на рис.6.6. Змінюючи Т, К, та D, можна одержати перехідні характеристики, які відповідають ланкам з різними параметрами. Експериментальні дослідження ланок ви виконували під час лабораторних робіт.





Диференційне рівняння ланки таке:
						(6.49)








Рівняння для визначення перехідної функції 
							(6.54)
з початковою умовою h(0) = 0
Розв’язок рівняння: . З початкової умови C = 0.
Отже 
h(t) = Kt.							(6.55)
Перехідна характеристика інтегруючої ланки – пряма ліній, нахилена під кутом з кутовим коефіцієнтом К.
Імпульсна перехідна характеристика
.						(6.56)
Це горизонтальна пряма лінія на рівні К.

Диференційна ланка 
Диференційне рівняння ланки таке:
.						(6.57)
Ланка називається диференційною тому, що вихідний сигнал дорівнює похідній від вхідного сигналу.
Передатна функція
.						(6.58)
Рівняння для визначення перехідної функції 
.						(6.59)
Використавши співвідношення (5) для тета- та дельта-функцій одержимо:
.						(6.60)
Тобто перехідна характеристика диференційної ланки має вигляд дельта функції. Цікаво розглянути також імпульсну перехідну характеристику диференційної ланки: 
.						(6.61)
Вигляд її показано на рис.6.7


Рис.6.7 – Похідна від дельта-функції.


Реальна диференційна ланка  




Рівняння для визначення перехідної функції
					(6.64)
з початковою умовою h(0) = 0.
Розв’яжемо рівняння методом операційного числення:
					(6.65)
Згідно з таблицями перетворення Лапласа для оригінала перехідної функції маємо
.					(6.66)
Перехідна характеристика – графік перехідної функції має вигляд 

Рис.6.8 – Перехідна характеристика реальної диференційної ланки

Зробимо підсумок. Вище розглянуто часові характеристики динамічних ланок. Таких характеристик дві: перехідна й імпульсна перехідна. Перехідна характеристика – це графік вихідного сигналу при ступінчатому сигналі на вході. Назва перехідна характеристика зумовлена тим, що ця характеристика описує перехід системи від одного стану коли вхідний сигнал був нульовим, до іншого, коли  сигнал став рівним певній величині. Перехідні характеристики є графіками перехідної функції h(t) , а імпульсні перехідні характеристики – вагової функції ω(t). 
Тут розглянуто перехідні функції й перехідні характеристики основних типів ланок. Характеристики цих же ланок вивчаються експериментально під час лабораторних робіт. Єдине, зауваження до лабораторних робіт те, що їх виконують на комп’ютері і динамічну ланку позначають прямокутником. У реальних випадках це може бути певна електрична система, гідравлічна система чи механічний пристрій. Коефіцієнти ланки – це маса маховика, довжина стержня, пружність, індуктивність, ємність та інші характеристики реальних ланок. 
Знання характеристик динамічних ланок потрібне для подальшого вивчення матеріалу, оскільки будь-яка система керування складається з певного числа динамічних ланок різних типів.

Контрольні запитання для перевірки засвоєння навчального матеріалу

1.	Які ви знаєте характеристики систем і динамічних ланок.
2.	Які різновиди характеристик систем використовують в теорії інформації, радіотехніці, ТАК.
3.	Що являють собою часові характеристики?
4.	Яку характеристику називають перехідною?
5.	Яку характеристику називають імпульсною перехідною?
6.	Як можна отримати перехідну характеристику системи?
7.	Які прилади потрібно мати, щоб отримати перехідну характеристику підсилювача, акустичної системи?
8.	Який сигнал називають ступінчастим? Опишіть його. Який прилад подає такий сигнал?
9.	Який сигнал називають імпульсним? Запишіть його математично і нарисуйте графік.
10.	Як зв’язана тривалість одиничного імпульсного сигналу з його величиною?
11.	Що прийнято називати перехідною функцією, а що перехідною характеристикою?
12.	Яка залежність існує між імпульсним і ступінчастим сигналами?
13.	Яку функцію називають ваговою?
14.	Яку функцію називають перехідною?
15.	Який зв’язок існує між перехідною і ваговою функціями?
16.	Що в САК прийнято називати характеристикою?
17.	Які часові характеристики ви знаєте?
18.	Який вигляд має перехідна характеристика підсилюючої ланки?
19.	Який вигляд має імпульсна перехідна характеристика підсилюючої ланки?
20.	Зобразіть  перехідну характеристику інерційної ланки. 
21.	Як зміниться перехідна характеристика аперіодичної ланки при зміні коефіцієнта підсилення, постійної часу?
22.	Скількома параметрами визначається перехідна характеристика коливальної ланки? Якими саме?
23.	Зобразіть вигляд перехідної характеристики коливальної ланки.
24.	Зобразіть перехідної характеристики вигляд коливальної лени. коли постійна затухання рівна 0 (D=0).
25.	Як зміниться перехідна характеристика коливальної ланки при зміні коефіцієнта підсилення, постійної часу, постійної затухання.
26.	Зобразіть перехідну характеристику інтегруючої ланки. Як зміниться характеристика при зміні коефіцієнта підсилення? 

Завдання для самостійної роботи
1.	Побудувати в електронній таблиці EXCEL графік перехідної характеристики (45). Дослідити зміну при різних значення К, Т, та d.
2.	Знайти імпульсну перехідну характеристику для коливальної ланки як похідну з виразу (45).






6.4.	Частотні характеристики динамічних ланок і САК в цілому

Часові характеристики були розглянуті раніше. Розглянемо частотні характеристики. Частотні характеристики описують вимушені встановлені коливання системи яку вивчають (САК у цілому чи окремої ланки).
Якщо на систему подати гармонічний сигнал,
						(6.67)
де Х0 – амплітуда вхідного сигналу, 
	ω- частота сигналу  
то після завершення перехідних процесів у системі виникнуть вимушені коливання і вихідна величина буде також змінюватись за гармонічним законом:
.					(6.68)
Тут Y0 – амплітуда вихідного сигналу, 
	φ- фаза вихідного сигналу  


Рис.6.9 – Робота САК при вхідному гармонічному сигналі 


Частота коливань, якщо система лінійна, співпадатиме з частотою вхідної величини, а амплітуда і фаза залежатимуть як від характеристик системи, так і від частоти коливань.
Змінюючи частоту вхідного сигналу та вимірюючи амплітуду та фазу вихідного сигналу, одержимо частотну характеристику системи. Графік залежності відношення  амплітуди вихідного сигналу до амплітуди вхідного сигналу від частоти називають амплітудно-частотною характеристикою. Залежність зсуву фаз вихідного сигналу відносно вхідного називають фазово частотною характеристикою. 









Амплітудно – фазова 	АФЧХ	-
Логарифмічна амплітудно – частотна 	ЛАЧХ	L(ω)






6.3.	Амплітудно частотна, фазово частотна і амплітудно-фазова частотна характеристики

Амплітудно-частотна характеристика (АЧХ) – це графік залежності від частоти відношення амплітуди вихідного сигналу системи до амплітуди вхідного гармонічного сигналу. Щоб одержати амплітудно-частотну характеристику, потрібно подавати на систему гармонічний вхідний сигнал і змінювати його частоту. Як правило, для зняття АЧХ служать спеціальні генератори, які подають сигнал, частота якого змінюється у певному діапазоні. 
Амплітудно-частотна функція – це залежність від частоти відношення амплітуд вихідного сигналу до вхідного:
.						(6.69)
Амплітудно частотна характеристика – це графік амплітудно-частотної функції. Вигляд амплітудно-частотної характеристики показано на рис. 6.10. По осі ординат відкладають  частоту, а по осі абсцис-відношення амплітуд.


Рис.6.10 – Приклад амплітудно-частотної характеристики

На амплітудно-частотній характеристиці подекуди виділяють резонансну частоту ωр, граничну частоту ωгр і смугу пропускання. 
Резонансна частота – це частота ωр, при якій амплітуда вихідного сигналу максимальна. При співпадінні частоти вимушених коливань з власними коливаннями системи наступає явище резонансу. Воно полягає у різкому збільшенні амплітуди вимушених коливань у випадку, коли частота зовнішньої дії співпадає з частотою власних коливань системи.
Смуга пропускання – це область частот, в якій амплітуда вихідного сигналу більше деякої граничної малої величини ε, наприклад ε = 0,05. На графіку це область частот (0, ωгр). Поняття смуги пропускання часто використовують в радіотехніці, коли говорять про частотні фільтри, приклад, низькочастотний фільтр, високочастотний фільтр, визначаючи в якій області частот знаходиться смуга пропускання фільтра.
Фазово-частотна характеристика (ФЧХ) – це графік залежності від частоти зсуву фаз між вихідним та вхідним сигналами, або це графік залежності фази вихідного сигналу від частоти, якщо фаза вхідного сигналу прийнята нульовою: 
				(6.70)
Вихідний сигнал, як правило, відстає від вхідного. Тому для більшості систем чи окремих ланок ФЧХ приймає від’ємні значення. Максимальний зсув фаз має значення, кратні π/2 (900) . 
Приклад фазово-частотної характеристики наведено на рис.6.11 б). Як правило, амплітудно-частотну та фазово-частотну характеристики будують рядом одну під одного, так щоб масштаби по осі частот були однаковими, як це показано на рис. 6.11.

Рис.6.11 – Амплітудно-частотна та фазово-частотна характеристики
а – амплітудно-частотна характеристика; б – фазово-частотна характеристика

Амплітудно-фазова частотна характеристика - Являє собою сукупність амплітудно-частотної та фазово-частотної характеристик. ЇЇ будують в полярній системі координат. Порядок побудови показано на рис 6.12. Для кожної частоти відкладають радіус-вектор, довжина якого дорівнює  значенню амплітуди, а кут відхилення від початкового напрямку – величині фазового зсуву між вихідним і вхідним сигналами. У результаті отримують певну криву в полярній системі координат. Поряд з кривою, як правило, вказують стрілкою напрямок зростання частоти. Цю криву іноді називають годографом. Годограф – це крива, яку описує кінець радіуса-вектора. 
Побудова амплітудно-фазової частотної характеристики показана на рис.6.12.

Рис. 6.12 – Побудова амплітудно-фазової частотної характеристики
а)  - амплітудно частотна характеристика, б) фазово-частотна характеристика, в) амплітудно-фазова частотна характеристика

Щоб продемонструвати частотні й фазові характеристики, розглянемо систему, що складається з пружини, на якій закріплено певний вантаж, як це показано на рис.6.13.  Найпростіша – це звичайний шарик на резинці, яким в дитинстві майже всі грались. 


Рис.6.13 – Приклад коливальної системи








Як правило, частотні характеристики подають у логарифмічному масштабі Це пов’язане перш за це з тим, що діапазон частот і значень самих характеристик дуже великий і використання логарифмічного масштабу дозволяє показати характеристику більш  повно й наглядно. Крім цього логарифмічні частотні характеристики мають такі переваги:
1.	Вони можуть зображатись прямолінійними ділянками.
2.	Логарифмічні характеристики послідовно з’єднаних ланок будують простим сумуванням характеристик окремих ланок.
Логарифмічна амплітудно-частотна характеристика (ЛАЧХ)
Логарифмічна амплітудно-частотна характеристика  Визначається співвідношенням
					(6.71)
і вимірюється в децибелах. 
Децибел – це десята частина Бела. 1 Бел – одиниця вимірювання рівня сигналу, яка відповідає зміні потужності сигналу в 10 разів, децибел – його десята частина. Величина сигналу в децибелах дорівнює
.						(6.72)
Оскільки потужність кратна квадрату амплітуди сигналу , то маємо
.			(6.73)
Одиниця вимірювання Бел названа в честь американського вченого Белла, який у 1876 р створив телефон. 
Приклад графіка ЛАЧХ показано на рис. 6.12. На ній по осі абсцис відкладають логарифм частоти, а по осі ординат – величину амплітуди в децибелах  на даній частоті.

Рис.6.13 – Прилад логарифмічної амплітудно амплітудно - (а) та фазово - (б) частотних характеристик 

Логарифмічна фазово-частотна характеристика 
У даній характеристиці по осі абсцис відкладають логарифм частоти, а по осі ординат зсув фаз у градусах, або в радіанах. По суті, це та сама фазово-частотна характеристика, тільки за віссю абсцис відкладена не частота, а її десятковий логарифм, тобто декада. Декада відповідає зміні частоти в 10 разів. Точці ω = 0. на логарифмічній шкалі  відповідає -
Уявна і дійсна частотні характеристики
 Якщо АФЧХ зобразити в комплексній площині, то кожній точці АФЧХ відповідатиме комплексне число з дійсною частиною P(ω) і уявною частиною Q(ω):

W(jP(ω) + j Q(ω).					(6.74)

Залежність дійсної частини від частоти називають дійсною частотною функцією, а уявної частини від частоти – уявною частотною функцією. Їх графіки відповідно називають дійсною і уявною частотними характеристиками. 







Тобто дійсна і уявна частотні функції можуть бути виражені через амплітудну й фазову частотні характеристики.

Контрольні запитання для перевірки засвоєння навчального матеріалу

1.	Які частотні характеристики ви знаєте?
2.	Дайте визначення амплітудно-частотної характеристики.
3.	Як експериментально поміряти точки, що знаходяться на амплітудно частотній характеристиці?
4.	Які величини відкладають по осям амплітудно-частотної характеристики?
5.	Що таке амплітуда, частота, фаза коливань?
6.	Які коливання називають гармонічними?
7.	Яка частота коливань напруги в промисловій електромережі?
8.	Дайте визначення амплітуди, періоду, частоти й фази гармонічних коливань.
9.	Чому дорівнює фаза коливань у момент, коли напруга досягнула максимальної величини, ½ максимальної величини?
10.	Який проміжок часу відповідає зсуву фаз трифазної електромережі?
11.	Як змінюється гармонічний сигнал, проходячи через лінійну систему?
12.	Дайте визначення фазово-частотної характеристики.
13.	Яку частоту називають граничною, резонансною і частотою спряження?
14.	У чому полягає явище резонансу?
15.	Поясніть, як і чому змінюється амплітуда вихідного сигналу системи при збільшенні частоти вхідного сигналу.
16.	Як змінюється фаза вихідного сигналу при збільшенні частоти?
17.	Який порядок побудови амплітудно-фазової частотної характеристики?
6.5.	Комплексна Передатна функція і частотні функції

Комплексна Передатна функція САК – це відношення комплексного значення вихідного сигналу до комплексного значення вхідного в усталеному режимі гармонічних коливань:
,						(6.77)
де  – гармонічний  вхідний сигнал;
 – гармонічний  вихідний сигнал.

У курсі електротехніки ви зустрічали, коли комплексну величину позначають точкою зверху. Комплексні величини в електротехніці застосовують часто. Ми тут скористаємось прийнятими позначеннями. 
В іншому формулювання комплексна Передатна функція – це відношення перетворення Фур’є вихідної величини до вхідної. Перетворення Фур’є виконується аналогічно перетворенню Лапласа.




Комплексну передаточну функцію можна одержати з передаточний функції, замінивши оператор р на jω. Наприклад для аперіодичної ланки комплексна Передатна функція така:
.					(6.80)
Аналогічно одержують передаточні функції для всіх інших ланок. Треба тільки замінити  оператор р на jω. P  jω.




Форми представлення комплексної передатної функції

Комплексна передаточочна функція (КПФ) може бути записана, якщо в ній замінити оператор р на jω.(р  jω).
Комплексна Передатна функція може бути представлена в таких формах: у вигляді відношення, в алгебраїчній формі, як дійсна і уявна частини, у показниковій формі. Розглянемо ці форми комплексної передатної функції. 
1.	У вигляді відношення:
.					(6.81)





Зв’язок комплексної передатної функції з частотними характеристиками

Модуль КПФ – А(ω)  являє собою амплітудно-частотну функцію, аргумент φ(ω) – фазово-частотну функцію. Величина Р(ω) – це дійсна частотна функція, а Q(ω) – уявна частотна функції. Амплітудно-фазова частотна характеристика (АФЧХ) являє собою годограф комплексної передаточної функції (КПФ) 
Годограф – це крива, яку проходить радіус-вектор КПФ при зміні частоти від 0 до .

Завдання для самостійної роботи
Запишіть комплексні передаточні функції для основних типів ланок, вивчених на попередніх заняттях. Приведіть КПФ до алгебраїчного вигляду, виділивши дійсну та уявну частотні функції.


Контрольні запитання для перевірки засвоєння навчального матеріалу

1.	Дайте визначення комплексної передаточної функції.
2.	Які існують форми представлення комплексного числа?
3.	Чому дорівнює модуль комплексного числа?
4.	Які частотні характеристики Ви знаєте?
5.	Яку лінію називають асимптотою?
6.	Як записати КПФ, знаючи передаточну функцію?
7.	Наведіть приклади коливальної системи.
8.	Поясніть зміну амплітуди та фази при зміні частоти на прикладі коливальної системи.
9.	Що таке децибел?
10.	Чому користуються логарифмічною шкалою при визначенні частотних характеристик систем?
11.	Запишіть різні форми представлення комплексного числа.
12.	Дайте визначення дійсній та уявній частотним характеристикам.

6.6.	Логарифмічні частотні характеристики динамічних ланок

Розглянемо логарифмічні частотні характеристики динамічних ланок. Ми з вами вже знаємо п’ять динамічних ланок. Розглянемо їх частотні функції та частотні характеристики. Частотні функції ланок найкраще знаходити, користуючись комплексними передаточними функціями цих ланок. Порядок отримання логарифмічних частотних характеристик такий:
1.	Записуємо КПФ ланки.
2.	Приводимо її до алгебраїчної форми.
3.	Знаходимо дійсну Р(ω) і уявну Q(ω) передаточні функції.
4.	Знаходимо модуль і аргумент КПФ (амплітудно-частотну А(ω)та фазово-частотну φ(ω) функції).
5.	Обраховуємо логарифмічні частотні функції L(ω) та  φ(ω).
6.	Будуємо графік логарифмічної амплітудно-частотної функції (характеристику ЛФЧХ) методом асимптот.
7.	Будуємо логарифмічну фазово-частотну характеристику ЛФЧХ.
8.	Будуємо годограф комплексної передаточної функції (АФЧХ).

Підсилювальна ланка 
1.	КПФ підсилювальної ланки W(jω) = К.
2.	Дійсна Передатна функція: Р(ω) = К, уявна передатна функція Q(ω) = 0.
3.	Модуль КПФ K.
4.	Аргумент КПФ .
5.	Логарифмічна амплітудно-частотна характеристика  L(ω) = 20 lgK.




Рис.6.14 – Логарифмічні  частотні характеристики та АФЧХ
підсилювальної ланки








2.	Щоб представити КПФ в алгебраїчній формі, потрібно чисельник та знаменник помножити на комплексно-спряжену величину до знаменника. У даному випадку це буде величина: 1-Т. У результаті одержимо
.			(6.83)
3.	Дійсна Передатна функція , уявна Передатна функція: 					(6.84)
4.	Аргумент КПФ (амплітудно-частотна функція А(ω)):
	(6.85)
	Фаза КПФ (фазово-частотна функція φ(ω)):
.		(6.86)
5.	Логарифмічна амплітудно-частотна функція 
.		(6.87)
6.	Побудову графіка логарифмічної амплітудно-частотної характеристики виконаємо методом асимптот.
Розглянемо асимптоту при малих значеннях частоти ω0 . Для таких частот виконується умова  . Тоді у формулі (ЛФЧХ) можна знехтувати величиною  в порівнянні з 1. Отже матимемо асимптоту при ω0, рівну
.				(6.88)
Це горизонтальна асимптота, яка проходить на рівні 20lgK і на логарифмічній частотній характеристиці йде у від’ємному напрямку.
Розглянемо асимптоту при великих значеннях частоти  . Для таких частот виконується умова  . Тоді у формулі (ЛФЧХ) можна знехтувати 1 порівняно до величини . Матимемо асимптоту при , рівну: 
.		(6.89)
Величини lg ω при побудові логарифмічних частотних характеристик відкладуться по осі х. Отже х = lg ω.
Тобто графік асимптоти описується рівнянням 
.				(6.90)
Це пряма лінія з тангенсом кута нахилу -20. Називають її похилою асимптотою. Якщо розглядати найменування величин, які відкладені за осями логарифмічної частотної характеристики, то величину нахилу можна визначити як 20 децибел/декаду, адже за віссю ординат відкладаємо децибели, а за віссю абсцис – декади.
Щоб побудувати похилу асимптоту, потрібно крім нахилу асимптоти знайти хоча б одну точку на ній.  Розглянемо випадок, коли частота рівна . Тоді в рівнянні асимптоти матимемо 
, 		(6.91)
Тобто похила асимптота перетинається з горизонтальною асимптотою при частоті рівній . Ця частота має назву частоти спряження. Знаючи це, можна побудувати асимптоти ЛАЧХ. 
Сама АЧХ на частоті  спряження  має значення 
.		(6.92)
Тобто ЛАЧХ проходить на 3 дБ нижче точки перетину асимптот.
Графік ЛАЧХ аперіодичної ланки наведено на рис. 6.15.

7.	Графік логарифмічної фазово-частотної функції Будуємо згідно з формулою . 
Це звичайна функція арктангенса. При ω0 вона асимптотично наближується до нуля. При  значення арктангенса прагне до π/2. Для побудови графіка знайдемо значення ЛФЧХ на частоті . Воно рівне 
.			(6.93)
За обрахованими значеннями будуємо графік. Вигляд його показано на рис.6.15.

Отже логарифмічна амплітудно-частотна функція аперіодичної ланки має дві асимптоти, горизонтальну і похилу. Горизонтальна асимптота проходить на рівні 20lgK, а похила асимптота має нахил 20 дБ/дек і перетинається з горизонтальною асимптотою на частоті спряження .
Логарифмічна фазово-частотна характеристика аперіодичної ланки являє собою графік арктангенса, максимальний фазовий зсув для неї складає -900 і значення на частоті спряження дорівнює -450.
8.	Графік амплітудно-фазової частотної характеристики будуємо за формулами для дійсної і уявної характеристик P(ω) Q(ω), 












2.	Щоб представити КПФ в алгебраїчній формі, потрібно чисельник та знаменник помножити на комплексно-спряжену величину до знаменника. У даному випадку це буде величина: -Т. У результаті одержимо 


Рис.6.16 – Амплітудно-фазова частотна характеристика аперіодичної ланки

.				(6.96)
3.	Дійсна Передатна функція , уявна Передатна функція 
4.	Аргумент КПФ (амплітудно-частотна функція А(ω)):
.			(6.97)




6.	Графік логарифмічної амплітудно-частотної характеристики матиме вигляд 
.			(6.100)
Це пряма, нахилена зліва на право з кутовим коефіцієнтом нахилу рівним -20 дБ/дек.
7.	Графік логарифмічної фазово частотної функції (ЛФЧХ) буде горизонтальна пряма, паралельна осі частот, зміщена вниз на π/4.
8.	АФЧХ являє собою нижню частину комплексної осі, причому  збільшення частоти відповідає наближенню до початку координат комплексної осі.




Рис. 6.17 – Логарифмічні частотні характеристики інтегруючої ланки:




1.	 Передатна функція: 				
.						(6.101)
Комплексна Передатна функція:		.
2.	Алгебраїчна форма КПФ 
.					(6.102)
3.	Дійсна Передатна функція , уявна Передатна функція .
4.	Аргумент КПФ (амплітудно частотна функція А(ω)):
.		(6.103)




6.	Графіка логарифмічної амплітудно-частотної характеристики (ЛАЧХ) матиме вигляд 
.		(6.106)
Це пряма, яка з кутовим коефіцієнтом рівним 20 дБ/дек.
7.	Графік логарифмічної фазово частотної функції буде горизонтальна пряма, паралельна осі частот, зміщена вверх на π/4  





Рис. 6.18 – Логарифмічні частотні характеристики диференційної ланки.




Побудуємо частотні характеристики  коливальної  ланки.













4.	Аргумент КПФ (амплітудно-частотна функція А(ω)):
.					(6.113)




6.	Побудову графіка логарифмічної амплітудно-частотної характеристики виконаємо методом асимптот.
Асимптота при малих значеннях частоти ω0 . Для цих частот виконується умова  . Тоді можна знехтувати величиною  а також величиною 4d2T2ω2 у порівнянні з 1. Отже матимемо при ω0 асимптоту 
.				(6.116)
Це горизонтальна асимптота, аналогічна аперіодичній ланці.
Асимптота при великих значеннях частоти .. Для цих частот виконується умова  . Можна знехтувати 1 порівняно до величини . Можна знехтувати величиною 4d2T2ω2: в порівнянні з величиною :
.		(6.117)
Величини lg ω при побудові логарифмічних частотних характеристик відкладуться по осі х. Отже х = lg ω.
Тобто графік асимптоти описується рівнянням 
.		(6.118)
Це похила асимптота з кутовим коефіцієнтом нахилу -40 дБ/дек. Вона перетинає горизонтальну асимптоту на частоті спряження .
Значення ЛАЧХ на частоті спряження 
   (6.119)
Величина d для коливальної ланки має значення в межах від 0 до 1. 
Якщо d=1, то . Тобто графік ЛАФЧХ проходить нижче точки перетину асимптот на 6 дБ. 
Якщо d<1, то графік ЛАФЧХ піднімається вище і при d=0,5 точно співпадає з точкою співпадає перетину асимптот. 
Якщо d<0,5  то ЛАЧХ на частоті спряження проходить над точкою перетину асимптот і чим менше буде значення d, тим вище буде знаходитись точка ЛАФЧХ.
7.	Графік ЛАЧХ коливальної ланки показано на рис. 6.19. Він має дві асимптоти: горизонтальну і нахилену. Кутовий коефіцієнт нахилу рівний -40 дБ/дек. На частоті спряження ЛАЧХ коливальної ланки проходить вище d<0,5, або нижче d>0,5  точки перетину асимптот залежно від величини постійної загасання  d. 
Основна відмінність ЛАЧХ коливальної ланки від аперіодичної полягає в тому, що кутовий коефіцієнт нахилу асимптоти  коливальної ланки дорівнює -40 дБ/дек, тоді як у аперіодичної -20дБ/дек.
Графік логарифмічної фазово частотної функції (ЛФЧХ) буде арктангенс. Максимальний зсув фаз дорівнює –π (1800). Частоті спряження відповідає точка на ЛФЧХ  -π/2.
8.	АФЧХ являє собою дугу, яка проходить через два квадранти нижньої частини  комплексної площини. Починається вона на додатній частині дійсної осі. Проходить через від’ємне значення уявної осі і закінчується в точці початку координат. 
Частотні характеристики коливальної ланки показано на рис. 6.19.

Рис. 6.19 – Логарифмічні частотні характеристики коливальної  ланки.




1.	 Передатна функція: 		




2.	Щоб представити КПФ в алгебраїчній формі, потрібно чисельник та знаменник помножити на комплексно спряжену величину до знаменника. У даному випадку це буде величина 
.						(6.122)
У результаті одержимо 
.					(6.123)




4.	Аргумент КПФ (амплітудно-частотна функція А(ω)):
.					(6.126)




6.	Побудову графіка логарифмічної амплітудно частотної характеристики виконаємо методом асимптот.
Асимптота  ω0 . 
.				(6.129)




Графіки логарифмічних частотних характеристик показані на рис.6.20.

Рис. 6.20 – Логарифмічні частотні характеристики реальної диференційної ланки.
а - логарифмічна амплітудно частотна (ЛАЧХ); б - логарифмічна фазово частотна (ЛФЧХ), в - амплітудно фазова частотна.

Контрольні запитання для перевірки засвоєння навчального матеріалу

1.	Як перетворити комплексну передаточну функцію, представлену у вигляді відношення  до алгебраїчної форми?
2.	Як обрахувати модуль і аргумент комплексної передаточної функції?
3.	Що таке годограф комплексної функції?
4.	Який зв’язок існує між комплексною передаточною функцією та частотними функціями системи?
5.	Отримайте рівняння і побудуйте графік передаточних функцій підсилюючої, інтегруючої та диференційної ланок.
6.	Які асимптоти має частотна характеристика коливальної ланки.
7.	Яка максимальна величина зсуву фаз коливальної ланки першого і другого порядку?
8.	Який зсув фаз коливальної ланки на частоті спряження?
9.	На якій віддалі від перетину асимптот проходить графік ЛАЧХ аперіодичної ланки на частоті спряження?
10.	Який вигляд мають АФЧХ інтегруючої і підсилюючої ланки?

6.8.	Побудова логарифмічні частотні характеристики послідовно з’єднаних ланок

Узагальнимо розглянуті частотні характеристики. Частотні характеристики динамічних ланок можне побудувати методом асимптот. Ланки між собою відрізняються порядком. Порядок ланки визначається тим, в якій степені знаходиться оператор  р в передаточній функції. Динамічні ланки першого порядку - це інтегруюча і аперіодична ланки. Для таких ланок максимальний зсув фаз фазово-частотної характеристики дорівнює -900 (-π/2), а нахил асимптоти 20 дБ/дек. Для ланок другого порядку зсув фаз дорівнює -1800 а нахил асимптоти 40 дБ/дек. Узагальнені дані записані в табл. 4.

Таблиця 4 – Параметри частотних характеристик динамічних ланок.
Порядок ланки	Максимальний зсув фаз	Нахил асимптоти, дБ/дек
-1	900        (π/2)	20
0	0	0
1	-900       (π/2)	-20
2	-1800      (π/2)	-40
3	-2700     (π/2)	-60
4	-3600    (π/2)	-80

Наведені дані дозволяють побудувати частотні характеристики систем, які складаються з декількох ланок.
Логарифмічні частотні характеристики послідовно з’єднаних ланок можна побудувати простим сумуванням частотних характеристик окремих ланок. Відомо, що Передатна функція послідовно з’єднаних  ланок дорівнює добутку передаточних функцій. Комплексні передаточні функції мають таку ж властивість:
					(6.131)
Використовуючи степеневу форму представлення КПФ, можна побудувати логарифмічні частотні характеристики групи послідовних ланок. Вони будуть визначатись як
.	(6.132)




Практично побудова логарифмічних частотних характеристик, групи послідовно з’єднаних ланок, яка не має інтегруючої ланки, виконується у такому прохідку. 
1.	Обраховують загальний коефіцієнт підсилення групи ланок .і рівень горизонтальної асимптоти .
2.	Обраховують частоти спряження для кожної ланки, а саме  та їх логарифми.
3.	Визначають порядок кожної ланки, з’єднаної послідовно ланки.
4.	За віссю ординат відкладають логарифми частот спряження.
5.	Будують горизонтальну асимптоту, починаючи з від’ємних значень логарифма частоти до першої частоти спряження. 
6.	Відповідно до порядку ланки, якій відповідає дана частота спряження будують похилу асимптоту.
7.	Продовжують асимптоту до частоти спряження наступної ланки і збільшують чи зменшують нахил асимптоти відповідно до порядку ланки.
8.	Побудову закінчують після того, як пройдені всі частоти спряження ланок.
Фазові частотні характеристики будують аналогічно. Як правило, рекомендується будувати фазові частотні характеристики ланок безпосередньо під логарифмічними амплітудно-частотними характеристиками. Порядок побудови такий:
1.	Відкладають смугу частот, в якій знаходиться фазово частотна характеристика першої ланки, для якої відкладали ЛАЧХ, відповідно до табл. 4. 
2.	Знаходять середину смуги частот і  на частоті спряження відкладають точку, через яку проходить ЛФЧХ даної ланки. 
3.	Проводять графік ЛАЧХ у вигляді арктангенса асимптотами, якого є граничні значення смуги частот, а центральна точка проходить на частоті спряження. 
4.	Для наступної ланки відкладають смугу частот аналогічно. Як і для першої ланки, будують графік її ЛФЧХ. 
5.	По завершенні побудови усіх графіків сумують значення усіх зсувів фаз і одержують фазово-частотну характеристику системи. 


6.9.	Частотні характеристики мінімально фазових ланок

Наведені в табл. 4 значення частотних характеристик ланок відносяться тільки до так званих мінімально фазових ланок. Мінімально фазовою є ланка, в якої всі нулі чисельника передаточної функції та полюси знаменника мають від’ємні або рівні нулю дійсні частини. Передатна функція будь-якої системи може бути представлена як відношення двох поліномів,  а саме:
.					(6.135)
Коренями передаточної функції є значення, при яких Передатна функція дорівнює нулю, це корені поліному U(p). 
Полюсами передаточної функції э значення, при яких Передатна функція має значення, рівне безконечності. Такі значення вона має, коли знаменних дорівнює нулю. Тобто корені знаменника передаточної функції називаються її полюсами.
Ланки, в яких хоча б один корінь або полюс знаходиться в правій (додатній) частині  комплексної площини не є мінімально фазовими і їх характеристики можуть не відповідати характеристикам, наведеним у табл.4.
Слід зауважити, що знаменник передаточної функції системи є її характеристичним поліномом, а рівняння, в якому знаменник передаточної функції прирівнюється до нуля, -  це характеристичне рівняння системи.

6.10.	Приклад побудови логарифмічних частотних характеристик

Розглянемо приклад побудови логарифмічних частотних характеристик послідовно з’єднаних ланок. 
Схема  з’єднання ланок показана на рис.6.21. 








Коефіцієнт підсилення  К= К1К2К3 = 200.
Рівень горизонтальної асимптоти L=20lgK=46дБ.
Постійні часу ланок: Т1= 0,9;   Т2= 0,005;  Т3= 0,05.
Частоти спряження:; ;  ;
Десяткові логарифми частот спряження: lgω1=0,046;   lgω2=2,3;   lgω3=1,3; 
Перша ланка  - першого порядку, нахил асимптоти -20 дБ/дек, зсув фаз -900, 
Друга ланка ланка  - першого порядку, нахил асимптоти -20 дБ/дек, зсув фаз -900
Третя ланка  - другого порядку, нахил асимптоти -40 дБ/дек, зсув фаз -1800
Побудована АФЧХ показана на рис. 6.22
Будуємо горизонтальну асимптоту на рівні L=46 дБ.
Відкладаємо за віссю абсцис значення десяткових логарифмів частоти.
Проводимо від першої зліва частоти спряження вертикальну лінію  до перетину з горизонтальною асимптотою. 
Будуємо похилу асимптоту ланки, яка відповідає даній частоті спряження. У нашому випадку це асимптота з нахилом -20 дБ/дек.
З наступної частоти спряження проводимо вертикальну лінію до перетину з похилою асимптотою.
Будуємо похилу асимптоту, додаючи до кута нахилу попередньої асимптоти кут нахилу асимптоти даної ланки.
У такому ж порядку будуємо всі асимптоти.
З’єднуємо асимптоти плавною лінією, враховуючи, що для ланки першого порядку лінія проходить на 3 дБ нижче точки перетину асимптот, а для ланки другого порядку значення залежить від величини постійної затухання ланки. У нашому випадку d=0,5.
Побудована ЛАЧХ показана на рис.6.22, а.

Логарифмічну фазово-частотну характеристику будуємо в такому порядку. Відкладаємо частоти спряження.
Відповідно до порядку ланки відкладаємо границі зсуву фаз для кожної ланки. Залежно від типу ланки вибираємо ширину смуги. Для наступної ланки діапазон зсуву фаз будуємо після побудови такого діапазону для попередньої ланки. Якщо ланка диференційна, то смугу частот відкладаємо вверх.
Ділимо діапазони кожної ланки на половину і ставимо точки на частотах спряження.
Через поставлені точки проводимо фазові характеристики кожної ланки у вигляді арктангенса.
З’єднуємо характеристики окремих ланок суцільною лінією і одержуємо ЛФЧХ нашої системи. 
Приклад побудови показано на рис. 6.22, б. 


Рис.6.22 – Приклад побудови логарифмічних частотних  характеристик

Для більш складної системи логарифмічні частотні характеристики можуть бути побудовані за математичним виразом передаточної функції системи, яку можна обрахувати згідно із структурною схемою системи. 

Контрольні запитання для перевірки засвоєння навчального матеріалу

1.	Які частотні характеристики ви знаєте?
2.	Що таке децибел?
3.	Який порядок побудови логарифмічних частотних характеристик динамічної ланки?
4.	Яка частота називається частотою спряження?
5.	Який зсув фаз коливальної ланки на частоті спряження?
6.	Який максимальний зсув фаз коливальної ланки?
7.	Чому дорівнює нахил асимптоти ЛАЧХ коливальної ланки?
8.	Яке значення має ЛАЧХ коливальної ланки, в якої постійна затухання D=1 на частоті спряження?
9.	Який вигляд має АФЧХ коливальної ланки?
10.	Запишіть комплексну передатну функцію коливальної ланки.
11.	Як зміниться АФЧХ коливальної ланки при зміні коефіцієнта підсилення?
12.	Як зміниться АФЧХ коливальної ланки при зміні постійної часу?
13.	Як зміниться АФЧХ коливальної ланки при зміні коефіцієнта демпфірування?
14.	Нарисуйте вигляд ЛАЧХ реальної диференційної ланки?
15.	Який нахил асимптоти реальної диференційної ланки?
16.	Чому дорівнює максимальний зсув фази реальної диференційної ланки?
17.	Які ланки називають мінімально фазовими?
18.	Як залежить максимальний зсув фаз від порядку рівняння динамічної ланки?
19.	Назвіть порядок побудови логарифмічних частотних характеристик декількох послідовно з’єднаних ланок.
20.	Побудуйте ЛАЧХ та ДФЧХ двох послідовно з’єднаних ланок різних типів.


Розділ 7. Стійкість, точність та якість САК

7.1.	Завдання визначення стійкості САК

Працездатність САК визначається стійкістю системи. Система керування, яка не є стійкою не може експлуатуватись, тому що вона не забезпечить надійного керування і може призвести до небажаних результатів і навіть до аварії об’єкта керування. Тому дослідження стійкості систем керування є одним із найважливіших завдань теорії керування і практики розробки систем керування.
Умовою стійкості системи є вимога, щоб корені характеристичного рівняння системи знаходились у лівій частині комплексної площини. Характеристичне рівняння, як ми вже знаємо, може бути записане за  відомою структурною схемою системи. Як правило, на практиці доводиться мати справу з досить складними системами керування. У такі системи входить велика кількість динамічних ланок. Передатна функція системи досить складна. Степінь характеристичного полінома (знаменника передатної функції) може бути досить високою. Для знаходження коренів характеристичного рівняння потрібно це рівняння розв’язати. Ми вміємо розв’язувати тільки рівняння 3 ступеня і деякі часткові вигляди рівнянь більш високого ступеня. Тому якщо потрібно визначити стійкість певної САК за його характеристичним рівнянням, то вирішити це рівняння ми можемо тільки в деяких найбільш простих випадках. На практиці такі системи керування зустрічаються рідко. У переважній кількості випадків доводиться мати справу зі значно складнішими системами. Відомими нам методами ми розв’язати характеристичне рівняння для таких систем не можемо. Отже виникає проблема визначення стійкості систем керування. Треба знайти методи, які б дозволяли визначити стійкість САК без розв’язання характеристичного рівняння. Такі методи розроблені. Згідно з ними для визначення стійкості системи розраховують  не  відповідність системи умовам стійкості, а визначають певні критерії, які дозволяють судити про стійкість системи, не розв’язуючи характеристичного рівняння. Таких критеріїв стійкості існує досить багато. Найбільш відомими і вживаними є такі критерії стійкості САК:
	Алгебраїчний критерій стійкості Гурвіца.
	Критерій стійкості Михайлова.
	Частотний критерій стійкості Найквіста.
	Логарифмічний частотний критерій стійкості.
Критерій стійкості – це певна умова, яка дозволяє визначити стійкість системи, не розв’язуючи її характеристичного рівняння. 
Серед критеріїв такі, що дозволяють перевірити стійкість системи шляхом розрахунків за виглядом характеристичного рівняння, а також є критерії, які дозволяють визначити стійкість системи експериментальним шляхом, за даними вимірювання частотних характеристики системи. Практичне використання мають і одні, і другі критерії. Далі розглянуто вказані критерії стійкості без їх математичного доведення. У разі потреби доведення критеріїв стійкості можна знайти в літературі [7 -  8].

7.2.	Алгебраїчний критерій стійкості Гурвіца

Завдання знаходження критерію стійкості для систем, динаміка яких описуються диференційними рівняннями будь-якого порядку, було сформульоване Максвелом в 1868 році. Вперше його вирішив Раус в 1873 р. для рівнянь четвертої і п’ятої степені, а в 1877 р. повністю. Критерій був незручний в користуванні. У 1895 р. математиком А.Гурвіцем за проханням словацького професора Стодоли, який займався процесами регулювання турбін, був сформульований критерій у більш зручній формі, в якій він використовується і в даний час. Цей критерій часто називають критерієм Рауса-Гурвіца.
Критерій Гурвіца (Рауса-Гурвіца) формулюється наступним чином. Система є стійкою, якщо при а0 > 0 всі n  визначників Гурвіца більше нуля.
Визначники Гурвіца одержують з квадратної матриці Гурвіца. Матрицю Гурвіца будують таким чином.
1.	Характеристичний поліном системи записують у вигляді
.			(7.1)
У разі, якщо а0 < 0, потрібно помножити всі члени полінома на -1 так, щоб коефіцієнт а0 був додатнім а0 > 0
2.	Записують по діагоналі квадратної  матриці розміром n*n, (де n – степінь полінома), коефіцієнти, починаючи з а1 до an




4.	Вільні місця матриці заповнюють нулями. Заповнена матриця показана нижче.






Останній визначник  включає всю матрицю.
6.	Обраховують значення усіх n визначників Гурвіца.
7.	Якщо всі визначники мають додатні значення, то система стійка. Якщо хоча б один з визначників має від’ємне значення, то система не стійка, коли хоча б один з визначників дорівнює нулю, а решта додатні, то система знаходиться на межі стійкості.




Цей критерій  був запропонований в 1938 р. Він дозволяє визначити стійкість системи за годографом Михайлова. Він зручний для дослідження стійкості складних систем, порядок диференційного рівняння яких більше ніж 5. Формулюється критерій таким чином. 
Для стійкості системи потрібно, щоб годограф Михайлова, починаючись при ω = 0 на додатній частині дійсної осі, при зростанні ω  проходив послідовно через n квадрантів комплексної площини де n – порядок полінома. Квадрантами називають області комплексної площини, що знаходяться обмежені півосями.
Годограф Михайлова будують як годограф характеристичного комплексу. Характеристичний комплекс одержують заміною оператора р в характеристичному поліномі на уявну величину j ω (:
			(7.6)
Після вказаної заміни можна виділити дійсну і уявну частини:
.					(7.7)
Обраховують значення А(ω) та В(ω) при збільшенні  ω від нуля ω = 0  до достатньо великої величини , і будують годограф в комплексній площині, відкладаючи послідовно обраховані  значення. На рис. 7.1 наведено приклади годографа Михайлова для стійких і нестійких систем.

Рис. 7.1 – Приклади годографа Михайлова: а - для стійких систем, б - для нестійких систем
Умовою знаходження системи на межі стійкості є проходження годографа через початок координат комплексної площини.




7.4.	Частотний критерій стійкості Найквіста

Критерій був розроблений американським вченим Найквістом у 1932 р. для дослідження електронних підсилювачів зі зворотним зв’язком. Пізніше він набув більшого використання для дослідження будь-яких САК. Перевагою його над іншими є те, що згідно з ним стійкість системи  можна визначити як шляхом розрахунків, будуючи АФЧХ розімкнутих систем , так і експериментально, вимірюючи АФЧХ за допомогою приладів. 
Критерій стійкості Найквіста формулюється таким чином: Замкнута САК є стійкою, якщо АФЧХ розімкнутої системи не охоплює точку –1 на дійсній осі комплексної площини (точку з координатами (-1, j0)). Ця умова є необхідною і достатньою для визначення стійкості САК.
Поняття розімкнутої системи ми вже розглядали. Це система, що являє собою повний ланцюжок зворотного зв’язку при умові його розриву в одному місці.






Рис. 7.2 – Приклади перевірки стійкості системи за  критерієм Найквіста (АФЧХ розімкнутої системи: а- для стійких систем, б- для нестійких систем)

Для астатичних систем, систем, які мають у своєму складі інтегруючі ланки АФЧХ розімкнутої системи простягаються в нескінченність. Для того, щоб визначити стійкість такої системи, потрібно доповнити АФЧХ уявною дугою радіусом рівним безконечності до замикання з додатнім значенням дійсної осі. Стійкою вважається система для якої точка (-1, j0) поза виділеною частиною. Приклад таких САК показано на рис. 7.3.
 Рис. 7.3 – Приклади АФЧХ розімкнутої системи стійких  астатичних САК


7.3.	Логарифмічний частотний критерій стійкості Найквіста
Даний критерій дозволяє визначити стійкість системи шляхом співставлення амплітудної і фазової  частотних характеристик. 
Система стійка, якщо ЛАЧХ розімкнутої системи перетне вісь абсцис раніше ніж фаза пройде через значення  -π. 
Система стійка, якщо на частоті зрізу ЛАЧХ розімкнутої системи зсув фаз не перевищує  -π (-1800). 
Частотою зрізу називають частоту, при якій АФЧХ перетинає вісь абсцис.





Про систему судять не тільки за тим стійкою, але за тим наскільки вона далека від нестійкого стану, який вона має запас стійкості. Система, якщо у неї недостатній запас стійкості, може перейти в нестійкий стан при зміні її параметрів. Такі зміни можуть виникнути з цілого ряду причин. Тому, крім стійкості системи характеризують запасом стійкості. Розрізняють цілий ряд параметрів, що характеризують запас стійкості системи. Ми розглянемо тільки два показники запасу стійкості, а саме запас стійкості за коефіцієнтом підсилення і за фазою. 
Запас стійкості за коефіцієнтом підсилення. Збільшення коефіцієнта підсилення систем керування приводить до підвищення точності керування. Щоб підвищити точність керування завжди намагаються коефіцієнт підсилення системи зробити якомога більшим. Проте при збільшенні коефіцієнта підсилення система переходять зі стійкого стану в нестійкий. Тому для кожної системи намагаються забезпечити певний запас стійкості за коефіцієнтом підсилення. Характеристику запасу стійкості визначають кількістю децибел, на яку можна збільшити коефіцієнт підсилення системи, щоб вона досягла межі стійкості. Запас стійкості за коефіцієнтом підсилення  визначають як відношення коефіцієнта підсилення системи, що знаходиться на межі стійкості, до фактичного коефіцієнта підсилення  Для цього поряд з АФЧХ існуючої системи будують АФЧХ аналогічної системи із збільшеним коефіцієнтом підсилення. За виглядом АФЧХ визначають чи досяг коефіцієнт підсилення величини, при якій система знаходиться на межі стійкості. Коли коефіцієнт підсилення досягне граничного значення (АФЧХ пройде через точку -1, j0 комплексної площини), знаходять значення граничного коефіцієнта підсилення і обраховують запас стійкості за коефіцієнтом підсилення. На рис.7.4 показано приклад визначення запасу стійкості за коефіцієнтом підсилення.
Обраховують його згідно з формулою: 
.						(7.8)
Тут Кгр – коефіцієнт підсилення, при якому система досягає межі стійкості, 
	К – фактичне значення коефіцієнта підсилення стійкої системи.
Під час проектування САК рекомендується вибирати запас стійкості за коефіцієнтом підсилення не менше 6 дБ. h > 6 дБ.
Крім запасу стійкості за коефіцієнтом підсилення подекуди використовують такий показник, як запас стійкості за модулем. Запас стійкості за модулем АФЧХ визначають розміщенням точки перетину АФЧХ з дійсною віссю комплексної площини (див. рис.7.5).


Рис.7.4 – Визначення стійкості системи за коефіцієнтом підсилення


Рис. 7.5 – Загальний вигляд початкової частини АФЧХ розімкнутої системи.

 Визначають його згідно з тією ж АФЧХ, як відносне значення  модуля АФЧХ при перетині від’ємної частини дійсної осі. Величину запасу стійкості за модулем визначають згідно з формулами:
					(7.9)
Запас стійкості за фазою визначають за величиною зміщення за фазою, на яку величину повинно зрости запізнення за фазою, щоб стійка система виявилась на межі стійкості. Запас стійкості  можна визначити за АФЧХ розімкнутої системи, який будується під час визначення стійкості системи згідно з критерієм Найквіста. 
Для визначення запасу стійкості за фазою можна використати цю ж АФЧХ розімкнутої системи. Для визначення його проводять дугу з центром в початку координат через точку -1 до перетину з годографом. Запас стійкості визначають як кeт, на який потрібно повернути АФЧХ, щоб вона пройшла через точку -1 на дійсній осі. Тобто це кут між напрямком на точку перетину з проведеною дугою та від’ємним напрямком дійсної осі: 
						(7.10)
Приклад визначення запасу стійкості за фазою показано на рис 7.5 та рис.7.6.




Рис.7.6 – Визначення стійкості системи за фазою


Більш зручним і наглядним є визначення запасу стійкості за логарифмічними частотними характеристиками розімкнутої системи. На рис.7.7 показано приклад  логарифмічних частотних характеристик певної системи. Як видно з рисунка, запас стійкості за коефіцієнтом підсилення може бути визначений як віддаль в децибелах від осі ординат до графіка ЛФЧХ на частоті,  при якій кут зсуву фаз дорівнює –π (1800).  Запас стійкості за фазою згідно з цими ж характеристиками визначається різницею між фазою –π (1800).  і величиною фази на частоті зрізу. Частотою зрізу називають частоту, при якій АФЧХ перетинає вісь абсцис (значення модуля АФЧХ дорівнює 1).


Рис 7.7 – Визначення  запасу стійкості системи за логарифмічними частотними характеристиками

Контрольні запитання для перевірки засвоєння навчального матеріалу.

1.	Для чого потрібні критерії стійкості, якщо є умова стійкості?
2.	Які критерії стійкості Ви знаєте?
3.	Сформулюйте критерій стійкості Рауса-Гурвіца.
4.	Як побудувати матрицю Гурвіца?
5.	Як побудувати визначники з матриці Гурвіца.
6.	Як обрахувати значення визначника третього порядку?
7.	Для систем якого порядку використовують критерій Гурвіца, чим це зумовлено?
8.	Сформулюйте критерій Михайлова.
9.	Що таке характеристичний поліном?
10.	Як побудувати характеристичний комплекс.
11.	Який порядок побудови годографа Михайлова?
12.	Нарисуйте приклади кривої Михайлова для стійких і нестійких систем п’ятого порядку.
13.	Сформулюйте критерій стійкості Найквіста.
14.	Як побудувати АФЧХ розімкнутої системи зворотного зв’язку?
15.	Яку частоту прийнято називати частотою зрізу?
16.	Як визначити стійкість системи за критерієм Найквіста, якщо АФЧХ йде в нескінченність?
17.	Поясніть взаємозв’язок між логарифмічним критерієм стійкості і критерієм Найквіста.
18.	Що таке запас стійкості системи?




Якість роботи систем керування визначається величиною помилки регулювання, тобто різницею між потрібним і дійсним значенням регульованої величини. Знання  миттєвих значень помилки регулювання у процесі роботи визначає якість роботи системи керування. Через випадковий характер збурюючих дій на систему, через найрізноманітніші зміни керуючої дії та ряд складних залежностей між діючими і вихідною величинами помилка керування постійно змінюється і визначити її як характеристику якості системи не можна. Тому системи характеризують певними критеріями залежно від режимів її роботи. Як правило, цими критеріями виступають помилки керування  в типових режимах роботи. В усталеному режимі роботи САК критерієм якості є точність керування. Остання визначається величиною помилки системи в усталеному режим роботи. Режими роботи САК було розглянуто в розділі 1.
Найбільш типові режими роботи САК такі: 
	усталений;
	перехідний.
Установлені режими роботи такі:
	статичний;
	динамічний.
Динамічних режимів може бути багато, залежно від характеру зміни керуючої дії. Найчастіше визначають точність систем керування в динамічних режими роботи з постійною швидкістю чи з постійним прискорення зміни керуючої величини. 
Наведемо короткі характеристики названих режимів роботи.
Усталений режим роботи – це такий режим, при якому помилка керування є постійного. Він виникає при постійній дії на систему після завершення перехідних процесів. Після завершення перехідних процесів установлюється статичний, або динамічній режим роботи. 
Перехідний режим – це режим роботи, при якому система переходить з одного встановленого режиму до іншого. Цей режим характеризується швидкою зміною в часі керованої величини і помилок керування. Як правило в перехідних режимах САК працюють досить часто а сумарна тривалість перехідних режимів роботи займає значну частину часу роботи системи.
Статичний усталений режим - це режим, при якому система знаходиться у стані стабільної роботи внаслідок того, що керуюча і збурююча дії на систему постійні і параметри системи не змінюються в часі. Якщо розглядати рівняння динаміки, то в статичному режимі роботи всі похідні за часом дорівнюють нулю.
Динамічний усталений режим – це режим установлених вимушених коливань системи, який наступає тоді, коли діючі на систему збурення чи керуюча дія змінюю за деяким установленим в часі законом, в результаті чого помилка керування лишається незмінною. Найбільш важливими є встановлені режими при гармонічній зміні керуючої величини, при зміні керуючої величини з постійною швидкість та постійним прискоренням. 
Відповідно до режимів роботи розрізняють статичні й динамічні помилки керування. Часто вживають терміни: помилка за значенням величини, за швидкістю зміни, за прискоренням. Відносно режиму вимушених гармонічних коливань розглядають помилку керування за амплітудою і за фазою.

7.6.	Точність керування. Визначення величини помилки керування

Точність керування визначається величиною помилки в усталеному режимі роботи, тобто відхиленням вихідної величини системи від потрібного значення. Для визначення величини помилки керування розглянемо найбільш загальну схему САК. Така схема наведена на рис. 7.8. До неї можуть бути додані системи будь-якої складності. У схемі враховано основний зворотній зв’язок системи. 


Рис. 7.8 – Загальна схема системи автоматичного керування зі зворотним зв’язком

Якщо зворотній зв’язок приведений до одиничного, то помилка керування – це вихідний сигнал суматора, який визначає різницю вхідного сигналу і сигналу зворотного зв’язку:
 				(7.11)
Відповідно до структурної схеми для зображення помилки маємо:
 			(7.12)









Тобто помилка керування має дві складові, одна з яких залежить від керуючого сигналу, інша від збурюючої дії. Якщо від зображення помилки перейти до оригіналу, то для помилки одержимо
.				(7.14)
Тут  - перехідна складова помилки;
 - вимушена складова помилки.
Перехідна складова помилки – залежить від характеристик системи і керуючого сигналу. Вона має тим менше значення, чим швидше в системі затухають перехідні процеси, чим більша стійкість системи.
Вимушена складова помилки – визначає помилку системи в режимі вимушених коливань. Залежить як від властивостей системи, так і характеру збурюючої дії.
Подекуди вживають терміни помилка за керуючою дією і помилка викликана збуренням.




У формулі визначення помилки (3) маємо дві передаточні функції, а саме: Передатна функція за похибкою , яка рівна 
,				(7.17)
і Передатна функція за збуренням 
.				(7.18)
Позначення  розглянутих передаточних функцій записують згідно з структурною схемою, вказуючи точки входу й виходу схеми, а саме: для передаточної функції похибки за вхідною величиною між точкою входу х і точкою похибки а, для передаточної функції похибки за збуренням між точками збурення f і похибки .
Самі передаточні функції записують згідно із загальним правилом, а саме: в числівнику записують передаточну функцію між точками входу і виходу, в першому випадку між вхідним сигналом x(t) і похибкою Δx(t), яка згідно із схемою (див. рис.7.8) – вона дорівнює 1, (на шляху немає жодної динамічної ланки, тільки суматор, Передатна функція якого рівна 1), а в другому випадку між сигналом збурення f(t) й похибкою Δx(t) – вона  дорівнює добутку передаточних функцій двох ланок: ланки сигналу збурення і ланки зворотного зв’язку. В знаменнику записують одиницю плюс (чи мінус) передаточну функцію розімкнутої системи зворотного зв’язку. У нашому випадку це послідовно з’єднані ланки прямого зв’язку між входом і виходом системи Wxy і ланка зворотного зв’язку Wзз. 

Помилка керування у статичному режимі

Під час роботи системи у статичному режимі всі процеси в ній не змінюються протягом часу. Це означає, що в рівнянні динаміки системи всі похідні за часом будуть рівні нулю. Рівність нулю похідних за часом відповідає тому, що в передаточній функції оператор р рівний нулю. Тобто для обрахунку помилки в статичному режимі треба виконати граничний перехід, коли оператор р прямує до нуля  p  0. Тоді згідно із формулами (5) помилка за керуючою дією дорівнює
.					(7.19)
Вхідна величина x(t) тут постійна і позначена x(t) =  х0 . 
Відносна помилка за керуючою дією буде
.						(7.20)
Величину  прийнято називати статизмом системи, вона визначає похибку керування системи в статичному режимі роботи.
Що похибку в системах стабілізації можна усунути, якщо використовувати неодиничний зворотний зв’язок або, ввести масштабування керуючої дії. 
Інша складова помилки , а саме помилка, викликана збуренням, дорівнює  (6) 
.					(7.21)
Тут К – коефіцієнт підсилення системи;
	Кf – коефіцієнт підсилення передаточної функції  збурення.
Відносна помилка за збуренням
.						(7.22)
Величина помилки САК залежить від коефіцієнта підсилення системи К. При К=1 відносна помилка керування становить , якщо К=100, то відносна помилка за керуючою дією дорівнює , а помилка керування за збуренням 
Розглянемо приклад. Нехай маємо систему регулювання обертів двигуна, коефіцієнт підсилення якої дорівнює К=100. У двигуна при зміні навантаження вдвічі (на 100%) швидкість обертів падає на 20%, тобто Кf  = 0,2. Тоді використання  САК з коефіцієнтом підсилення К=10 приведе до того, що оберти двигуна при зміні навантаження вдвічі будуть змінюватись тільки на 0,2%. Це показує ефективність використання САК для стабілізації обертів двигуна. 
Якщо у нас є, наприклад двигун якісного магнітофона, то стабільність обертів двигуна повинна бути значно вищою. Виникає проблема збільшення точності систем керування. Вирішити цю проблему можна двома шляхами, а саме: 
	підвищенням коефіцієнта підсилення САК, 
	заміною статичної системи керування астатичною.
Щоб підвищити точність регулювання потрібно збільшити коефіцієнт підсилення САК. Але це не завжди здійснимо, оскільки можуть існувати обмеження на елементи системи керування і не допускати збільшення їх коефіцієнта підсилення. З іншого боку, збільшення коефіцієнта підсилення веде до втрати стійкості системи, тому завжди має певні обмеження.
Інший спосіб підвищення точності керування полягає у зміні структури. САК. Якщо розглянути величину помилки керування згідно з формулою (3), то видно, що помилка керування дорівнюватиме нулю, якщо знаменник буде рівним нескінченності. Здійснити це можна, перейшовши до астатичної системи. 
Астатичною називається система, помилка керування якої в статичному режим роботи в принципі дорівнює нулю. 
Астатичною система стає, якщо ввести інтегруючу ланку Wi(p) до складу САК, розмістивши її поза основним ланцюгом зворотного зв’язку, поза ділянкою, яка описується передаточною функцією Wзз(p). Структурна схема такої САК показана на рис.7.9.


Рис.7.9 –Перетворення статичної системи керування в астатичну

Тоді вираз помилки матиме вигляд
.	(7.23)
При граничному переході p  0 величина у знаменнику прямує до нескінченності. У статичному режимі роботи всі похідні, які визначаються передаточними функціями чисельника і знаменника, рівні нулю, тому похибка керування рівна нулю.




Рис. 7.10 – Статична система керування обертами двигуна





Рис. 7.11 – Астатична система керування обертами двигуна

Ця схема забезпечує нульову похибку керування за встановленим значенням вхідної величини і величини збудження, оскільки при будь-якій відмінній від нуля похибці керування на виході напівпровідникового підсилювача буде певна напруга, яка обертатиме серводвигун до того часу, поки величина напруги не стане рівною нулю.

Помилки керування в динамічному режимі роботи

Усталений динамічний режим наступає, коли характер дії на систему змінюється за певним встановленим законом. Параметрами встановленого динамічного режиму є швидкість і прискорення зміни діючої величини. Тому для визначення помилки системи в динамічному режимі треба розглянути помилки за швидкістю зміни і прискоренням діючої величини. 
Помилка керування за швидкістю зміни керуючої та збуджуючої величин для астатичної системи згідно з (14) після алгебраїчних перетворень дорівнює
.	(7.24)
У цю формулу замість керуючої x(p) і збуджуючої  f(p) величин ввійшли швидкості зміни цих величин, а саме p (p) та p f(p. При граничному p  0 переході величини у знаменнику матимемо коефіцієнт підсилення розімкнутої системи, помножений на коефіцієнт підсилення інтегруючої ланки. Як видно з (15), якщо величина керуючої, або збуджуючої дії, змінюється протягом часу з певною відмінною від нуля швидкістю. то складові помилки вже не дорівнюють нулю. Щоб помилка дорівнювала нулю потрібно в знаменник ввести ще один оператор , тобто в САК треба ввести додаткову інтегруючу ланку. Тоді помилка керування буде рівна нулю як у статичному, так і в динамічному режимі з постійною швидкістю зміни керуючої та збуджуючої величин. Систему, яка має дві інтегруючі ланки для забезпечення нульової помилки за швидкістю зміни діючих величин, називають астатичною системою другого порядку. 
Якщо розглядати вимогу забезпечення нульової помилки за прискоренням діючих величин, то аналогічно ми прийдемо до потреби включити ще одну інтегруючу ланку. Систему з трьома інтегруючими ланками називають астатичною системою третього порядку, або систему з астатизмом третього порядку. В табл. 5 наведено характеристики систем з різним порядком астатизму.

Таблиця 5 – Помилки керування систем з різним порядком астатизму
№ п/п	Порядок астатизму	Помилка за значенням величини	Помилка за швидкістю зміни	Помилка за прискоренням
1	Статична система	Ненульова	Ненульова	Ненульова
2	Астатична 1-го порядку	0	Ненульова	Ненульова
3	Астатична 2-го порядку	0	0	Не нульова
4	Астатична 3-го порядку	0	0	0

Введення в систему інтегруючих ланок для зменшення динамічних помилок регулювання називають введенням астатизму. Вказаний спосіб забезпечення нульової похибки шляхом введення астатизму має швидше теоретичне значення, ніж практичне. Справа в тому, що введення інтегруючих ланок приводить до структурної нестійкості системи. Для зменшення структурної нестійкості системи інтегруючу ланку охоплюють прямим зв’язком, як показано на рис.7.12. Таку ланку називають ізодромною ланкою. Для забезпечення високого порядку астатизму в систему вводять, як правило, тільки одну чисто інтегруючу ланку і одну чи декілька ізодромних.


Рис. 7.11 – Ізодромна ланка








Крім інтегруючих ланок в систему керування вводять диференційні ланки. Залежно від того, які елементи містить регулятор, розрізняють пропорційні, інтегруючі й диференційні регулятори, або пропорційні, інтегральні й диференційні закони регулювання. 
Пропорційний закон регулювання (П - регулятор) забезпечується регулятором, який виконує тільки функцію підсилення, як це показано на рис.7.10. Цей регулятор не забезпечує достатньої точності регулювання в статичному режимі роботи. Для усунення статичної похибки в систему вводять інтегруючі ланки. 
Інтегральний закон регулювання забезпечує нульову статичну похибку регулювання за величиною, за швидкістю її зміни, за прискоренням ,залежно від порядку астатизму. Недоліком інтегральних регуляторів є їх інертність і втрати стійкості системи. Самостійно інтегральні регулятори не використовують, а застосовують разом з пропорційними регуляторами, такі регулятори називають пропорційно - інтегральними і позначають ПІ – регулятори. 
Диференційний закон регулювання (Д – регулятор) забезпечують  диференційні ланки. Диференційний закон регулювання здійснюється шляхом подання на об’єкт керування керуючої дії пропорційної швидкості зміни вихідної величини. Цим забезпечується швидкодія регулювання. Регулювання здійснюється уже в момент, коли величина тільки починає змінюватись. Диференційні  регулятори використовують разом з пропорційними регуляторами. Такі регулятори мають назву пропорційно – диференційні регулятори і позначають їх ПД – регулятори. 
Більш складними є пропорційно – інтегрально – диференційні регулятори. Вони здатні забезпечити достатню точність регулювання у різноманітних режимах роботи САК. Недоліком їх є велика складність не тільки будови регулятора, але і їх розрахунку. 
Експериментально для дослідження помилок систем за швидкістю та за прискоренням використовують сигнали, які змінюються за лінійним  законом з постійною швидкістю і квадратичним законом з постійним прискоренням. У разі використання осцилографа це сигнали трикутної форми-лінійний та квадратичний.
На рис.7.12 і 7.13 наведено приклади статичного й астатичного регуляторів рівня рідини і їх регулювальні характеристики. 


Рис. 7.12 – Статичний регулятор рівня води


Рис. 7.13 – Астатичний регулятор рівня води

 Контрольні запитання для перевірки засвоєння навчального матеріалу
1.	В яких режимах можуть працювати САК?
2.	Поясніть, який режим називають динамічним?
3.	Для системи, показаної на рис.7.9, запишіть передаточну функцію помилки відносно керуючої дії.
4.	Для системи, показаної на рис.7.9, запишіть передаточну функцію помилки відносно збуджуючої дії.
5.	В яких різних динамічних режимах можуть працювати САК?
6.	Чому в статичному режимі роботи САК всі похідні за часом вважають рівними нулю?
7.	Запишіть формулу обчислення статизму системи.
8.	Як впливає коефіцієнт підсилення на точність регулювання статичної системи?
9.	Чим обмежене збільшення коефіцієнта підсилення системи? 
10.	Чим обумовлений граничний перехід  в передаточній функції під час вивчення точності регулювання?
11.	Які системи називають статичними?
12.	Розгляньте рис.7.12 і поясніть характеристику регулювання, показану на графіку.
13.	Які системи називають астатичними?
14.	Скільки інтегруючих ланок повинна мати система керування зенітної ракети, щоб відслідковувати маневри літака?
15.	Розгляньте рис.7.13 і поясніть, як здійснюється регулювання, для чого в систему регулювання ввімкнутий серводвигун Д?
16.	Які існують закони регулювання ?
17.	Які переваги й недоліки різник законів регулювання?


7.8.	Показники якості перехідних процесів

Показником якості систем керування є різниця між вихідною величиною та вхідною. Оцінкою якості керування є величина похибки впродовж усього часу роботи САК. Оскільки в різних режимах роботи похибка різна, то розрізняють величину похибки керування в установлених статичному, динамічному та в перехідних режимах роботи. Похибку керування в установлених режимах прийнято вважати оцінкою точності системи керування. Похибки, які виникають в перехідних режимах роботи, змінюються з часом і швидко зменшуються. Вони, як правило, не завжди є вирішальними, проте характеризують якість роботи САК.
Похибка керування - це величина, яка в повній мірі характеризує роботу САК. Але похибка керування змінюється з часом і вживати її як критерій якості роботи САК незручно. Тому для характеристики якості роботи САК використовують узагальнені показники. Ці показники відображають різні властивості систем керування. Прийнято розрізняти такі групи показників якості роботи САК:
	показники запасу стійкості систем керування,
	показники точності регулювання,
	показники швидкодії систем керування,
	комплексні показники, що дають певні узагальнені характеристики системи.
Деякі з цих показників ми вже розглянули, а саме показники точності регулювання та запасу стійкості систем.
Показники якості систем керування прийнято визначати різними способами:
	за перехідними характеристиками, 
	за частотними характеристиками 
	за коренями характеристичного рівняння.
Показники якості в кожному конкретному випадку можуть бути різними, таких показників існує велика кількість. Це обумовлено різноманіттям систем керування та різними завданнями, які вони виконують. Швидкодію систем керування, як правило, визначають за часовими або частотними характеристиками. Визначення показників швидкодії САК за часовими характеристиками зводиться до визначення постійних часу і характеристик затухання перехідних процесів системи. Згідно з частотними характеристиками швидкодію визначають за смугою пропускання системи, за відносною величиною резонансного піка та за іншими параметрами..
Комплексні показники визначають також за часовими й частотними характеристиками. Вони характеризують певні властивості систем, не зводячи показник до тієї чи іншої характеристики. Так, ступінь загасання коливань є показником швидкодії системи і в певній мірі показником запасу стійкості. Адже при зменшенні запасу стійкості система наближається до коливальної межі стійкості і коливання в ній загасають значно повільніше. 









Рис.7.14 – Типи перехідних процесів САК:
1 – монотонний, 2 – аперіодичний, 3 – коливальний.

При монотонному перехідному процесі  похибка керування не змінює свій знак і вихідна величина поступово наближається до встановленого значення. Для характеристики вказаного перехідного процесу достатньо вказати один параметр, а саме постійну часу перехідного процесу. Постійна часу визначає проміжок часу, за який значення похибки зменшиться в е разів (е ≈ 2,72).
При аперіодичному перехідному процесі похибка керування змінює свій знак тільки один раз (або два – три рази з різним періодом).
При коливальному перехідному процесі зміна знаку похибки відбувається періодично декілька разів. Кількість разів зміни знаку похибки визначає коливаьність системи.
Вказані типи перехідних процесів можна спостерігати на прикладі  вимірювальних приладів: ваг, вольтметрів, амперметрів. Ці вимірювальні прилади є також САК, положення індикатора яких встановлюється автоматично у відповідності з величиною, яка подається на прилад. Хороші, якісні прилади відзначаються тим, що перехідні процеси в них закінчуються досить швидко і через невеликий проміжок часу встановлюється певне положення індикатора. Прилади неякісні навпаки, характерні тим, що перехідні процеси в них більш тривалі, мають коливальний характер з малим затуханням.
За перехідною характеристикою визначають ряд показників якості перехідного процесу. Першим показником якості САК є тривалість перехідного процесу або час перехідного процесу. Він визначається проміжком часу, за який значення похибки керування стане досить малою величиною. Кінцеве значення беруть, як правило, 5%. У деяких випадках в якості тривалості перехідного процесу визначають постійну загасання – час, за який значення похибки зменшиться в е разів.
Наступним показником є величина перерегулювання. Ця величина встановлюється як відношення різниці максимального значення вихідної величини за час перехідного процесу і встановленого значення до величини встановленого значення:
.						(7.25)
Величину перерегулювання визначають для аперіодичного та коливального перехідних процесів.
Кількість коливань перехідного процесу - ця характеристика визначається кількістю коливань рівних кількості мінімумів перехідного процесу за час його встановлення .
Коливальність перехідного процесу визначають як відношення сусідніх максимумів перехідного процесу.
Ступінь загасання перехідного процесу визначають за формулою:
					(7.26)
Тут u1,  u2 – амплітуди відхилень одного знака двох послідовних періодів коливального перехідного процесу.
Логарифмічний декремент загасання визначається логарифмом відношення сусідніх максимумів перехідного процесу, а саме
						(7.27)
Ще одним показником якості перехідного процесу є частота коливань. Вона визначається величиною, зворотною до періоду коливань. Період коливань визначається як проміжок часу між двома сусідніми максимумами величини похибки керування. або їх період. 
Крім вказаних характеристик використовують також інтегральні показники якості перехідних процесів.
Квадратичну інтегральну оцінку перехідного процесу визначають при одиничній імпульсній дії на систему згідно з формулою:
.				(7.28)
Тут ω(t) – вагова функція системи;




Це група критеріїв, заснована на оцінці якості перехідних процесів за розміщенням коренів передаточної функції. Передатна функція системи має вигляд
.				(7.30)
Знаменник передаточної функції – це характеристичний поліном системи. Корені характеристичного полінома визначають стійкість системи. Розглянемо розміщення коренів характеристичного полінома на комплексній площині і вплив на якість перехідних процесів системи. Якість перехідних процесів визначається розміщенням коренів характеристичного полінома відносно уявної осі. Коли хоч один корінь розміщений на уявній осі, то система знаходиться на межі стійкості, в ній виникають незатухаючі коливання. Якість такої системи керування незадовільна. Система не придатна для експлуатації.
Розглянемо значення коренів стійкої системи. У разі стійкої системи всі корені розміщені в лівій частині комплексної площини, їх дійсна частина має від’ємне значення. Характер перехідних процесів визначається тими коренями, які розміщені найближче до уявної осі. Щоб переконатись у цьому, розглянемо випадок можливі значення коренів. 
Нехай найменший корінь має дійсне значення. Найменшим будемо вважати корінь, розміщений найближче до уявної осі, тобто корінь, в якого значення дійсної частини найменше за абсолютною величиною. Розміщення його показано на рис. 7.15. 

Рис. 7.15 – Розміщення  коренів характеристичного полінома на комплексній площині

Розв’язання характеристичного рівняння для даного кореня таке:
.							(7.31)
Віддаль від дійсної осі дорівнює h1 = α1 
Даному кореню відповідає аперіодичний перехідний процес. Постійна часу перехідного процесу дорівнює
							(7.32)
Ця постійна часу визначає тривалість перехідного процесу. 
Якщо система має ряд дійсних коренів, то найповільніше затухає перехідний процес, в якого значення кореня мінімальне (тут і далі розглядається значення за абсолютною величиною, не враховуючи його знака). Для будь-якого іншого кореня, розміщеного далі від уявної осі, тривалість перехідного процесу буде меншою. Згідно з принципом суперпозиції весь перехідний процес можна розглядати як суму окремих перехідних процесів. Отже якість перехідного процесу слід визначати за постійною часу найбільш повільного процесу, тобто за величиною, оберненою до h1. Цю величину прийнято називати аперіодичною ступеню стійкості перехідного процесу.
Нехай найменший корінь є комплексною величиною. До уявної осі найближче розміщена пара комплексних коренів, в яких значення дійсної частини найменше за абсолютною величиною. Корені характеристичного полінома такі:
. 						(7.33)
Цим кореням відповідає коливальний перехідний процес:
.					(7.34)
Тривалість одного повного коливання дорівнює: β t = 2π, або період коливань:
.							(7.35)
Амплітуда коливань за період змінюється  від величини С  (С) до величини.
Відношення амплітуд дорівнює
,							(7.36)
Логарифмічний декремент загасання 
					(7.38)
Тривалість коливального процесу можна характеризувати коливальністю системи, рівною
.							(7.39)
Якщо кінцеве значення перехідного процесу вважати при умові, що похибка керування досягне 5%. від початкового значення, то тривалість коливального процесу буде приблизно рівна 
.							(7.40)
Отже показником загасання коливань може служити величина коливальності системи μ. Чим менше коливальність системи, тим довше затухають коливання. На комплексній площині певному значенню μ відповідає пряма, проведена під кутом ψ: 
							(7.41)
з початку координат (див. рис.7.15). Всі перехідні процеси, які відповідають кореням, що знаходяться в зоні, розміщеній всередині кута ψ (див. рис.7.15), затухають швидше від розглянутого процесу. 
Отже розміщення коренів характеристичного полінома системи відносно дійсної осі комплексної площини характеризує якість перехідного процесу, його тривалість і швидкість загасання. 
До кореневих методів оцінки якості перехідних процесів відноситься метод діаграм зон параметрів. Згідно з цим методом якість перехідних процесів визначається за розміщенням двох коефіцієнтів Вишеградського на діаграмі параметрів. Коефіцієнти розраховують для систем, характеристичне рівняння яких має третій порядок. Для інших систем існує цілий ряд критеріїв, кожен з яких має свою область використання. 

Частотні критерії якості перехідних процесів

Частотні критерії оцінки якості перехідних САК базуються на залежності перехідних процесів від частотних характеристик системи. Вони найбільш зручні під час використання частотних методів розрахунку та експериментального дослідження властивостей САК. Особливо вони незамінні, коли характеристики деяких елементів, що входять до складу САК, подаються у вигляді частотних характеристик. Основою частотних методів є логарифмічні амплітудно- та фазово-частотні характеристики, амплітудно-фазова, дійсна та уявна частотні характеристики. Частотні методи оцінки якості САК досить різноманітні, тут ми розглянемо тільки деякі з них.

Визначення якості перехідних процесів за АФЧХ розімкнутої системи. 
За виглядом АФЧХ можна визначити величину запасу стійкості системи і якість перехідних процесів. . Запас стійкості системи згідно АФЧХ визначають за модулем та фазою. Якість роботи системи в перехідних режимах також залежить від величини запасу стійкості. Чим більший запас стійкості, тим швидше затухають перехідні процеси, тим якіснішою є система. У загальному вигляді, коли початкова частина АФЧХ має вигляд, показаний на рис. 7.16, якість перехідних процесів можна знайти за величиною, яка характеризує запас стійкості системи. 

Рис. 7.16 – Загальний вигляд початкової частини АФЧХ розімкнутої системи

Як показник якості перехідного процесу та запасу стійкості за модулем АФЧХ визначають розміщенням точки перетину АФЧХ з дійсною віссю комплексної площини. Величину запасу стійкості за модулем можна знайти згідно з формулами:
 						(7.42)
відповідно до розміщення точки перетину дійсної осі, як це показано на рис.7.16.
Величину запасу стійкості за фазою визначають як величину кута, на який потрібно повернути АФЧХ, щоб вона перетнула дійсну вісь в точці (-1, j0). Цей кут дорівнює:
.					(7.43)
Кут ψ – це значення фази в точці, в якій модуль АФЧХ дорівнює 1. (Знак + тут стоїть з огляду на те, що фазовий зсув має від’ємне значення).
Для придатних до експлуатації САК, в яких перехідний процес швидко загасає, прийнято відносити системи, в яких величина L1 і L2 дорівнює приблизно 6 – 20 дБ, що в лінійному масштабі відповідає 2 – 10. Запас стійкості за фазою для придатних до експлуатації САК прийнято вважати 300 – 600.
Визначення якості перехідних процесів за дійсною та уявною частотними характеристиками
Якість перехідних процесів САК можна також оцінити за дійсною та уявною характеристиками САК. Ці характеристики дають повну інформацію про перехідні процеси системи, оскільки вони взаємозв’язані між собою. Проте в більшості випадків використовують дійсну частотну характеристику. Визначити дійсну частотну функцію можна з комплексної передаточної функції (КПФ). Запис КПФ в алгебраїчній формі визначає дійсну і уявну частотні функції: 
.					(7.44)




Рис.7.17 – Вигляд дійсної частотної функції САК

Суттєвими частотами вважають частоти, для яких значення дійсної частотної функції не менше 0,1 максимальної величини. Тобто область суттєвих частот визначають згідно з умовою:
.						(7.45)
Не вдаючись в особливості побудови перехідних характеристик наведемо основні висновки про залежність якості перехідних процесів від вигляду дійсної частотної характеристики системи:
1.	Наявність розриву дійсної частотної характеристик на певній частоті свідчить, що один з коренів характеристичного полінома є чисто уявним і система знаходиться на межі стійкості.
2.	Наявність гострого і високого піка P(ω) свідчить про значну коливальність системи і повільне згасання перехідного процесу.
3.	Щоб перерегулювання не перевищувало 18%, P(ω) повинна бути не зростаюча, тобто при P(ω)>0 < 0.
4.	Максимальне значення перерегулювання можна розрахувати за формулою:
.
5.	Умова монотонності перехідного процесу така:
.
6.	Якщо P(ω) приблизно описується трапецією, то тривалість перехідного процесу знаходиться в межах 
.
Контрольні запитання для перевірки засвоєння навчального матеріалу

1.	Який режим роботи називається установленим.?
2.	Яку величину характеризує похибка САК в усталеному режимі роботи?
3.	Які групи показників якості роботи САК Ви знаєте?
4.	За якими характеристиками визначають показники якості роботи САК?
5.	Що таке швидкодія САК?
6.	Який параметр визначає тривалість перехідного процесу?
7.	Як визначається перерегулювання САК?
8.	Які типи перехідних процесів ви знаєте?
9.	Які характеристики коливальності перехідного процесу Ви знаєте?
10.	Чому дорівнює декремент загасання?
11.	Як залежить якість перехідних процесів від розміщення коренів характеристичного полінома?
12.	Які частотні критерії якості перехідних процесів ви знаєте?
13.	Як зв’язана величина запасом стійкості системи з якістю перехідних процесів?
14.	Яка величина запасу стійкості за модулем і за фазою прийнятна для якісних систем автоматичного керування?






Нелінійними САК є системи, в яких рівняння динаміки нелінійні, тобто містять члени, яких функції та їх похідні знаходяться в степені, відмінній від одиниці, в яких є члени з добутками  невідомих функцій або коефіцієнти рівнянь залежать від аргументу. 
Для нелінійних систем принцип суперпозиції не виконується, тобто реакція системи на суму дій не дорівнює сумі реакцій на кожну дію зокрема.
Практично всі реальні системи є нелінійними. Але значне число реальних САК можна лінеаризувати. При лінеаризації ми розглядаємо динаміку систем при відносно малих змінах вхідних величин. Поряд з тим існують системи, які принципово не можуть бути лінеаризованими. Це системи, до складу яких входить хоча б один суттєво нелінійний елемент. 
До суттєво нелінійних елементів  відносяться елементи, характеристики яких мають різкі переломи, або розриви. Прикладами таких елементів є механічні з’єднання з люфтом, вузли механічних систем з сухим тертям, підсилювачі з насиченням, магнітні матеріали з петлею гістерезисну, релейні елементи  та ін. 




Рис.8.1 – Типові характеристики суттєво нелінійних елементів






Рис. 8.2 – Побудова вихідного сигналу при синусоїдальному сигналі на вході нелінійного елемента

Проходячи через нелінійний елемент, будь-який сигнал змінює свою форму. Тому вивчення нелінійних систем є складним завданням. Сучасна математика не володіє універсальними методами, крім методів числового інтегрування, розв’язання нелінійних диференційних рівнянь. Розроблено методи аналізу тільки деяких типів систем з нелінійними елементами. Ми, враховуючи обмеженість часу, виділеного на вивчення цього курсу, тільки познайомимось з найбільш загальними методами і розглянемо основні відмінності нелінійних систем від лінійних. Детальніший аналіз є завданням більш широкого курсу, який вивчають в інших вузах і є  завданнями наукових досліджень.
Під час вивчення динаміки нелінійних систем основну увагу приділяють вивченню автоколивань. Автоколивання – це характерна особливість нелінійних систем, яка не властива лінійним системам. У нелінійній системі, при незмінних значеннях вхідних величин можуть виникати і підтримуватися коливання певної форми. Це можуть бути прості, майже синусоїдальні коливання, або коливання досить складної форми. Оскільки вони виникають самостійно, їх називають автоколиваннями. Прикладами нелінійних системи з автоколиваннями може бути годинник, генератори різних типів, система кровообігу і серце людини та багато інших. Автоколивання у деяких нелінійних  системах є корисними,  їх намагаються підтримувати та керувати їх параметрами. В інших системах автоколивання є шкідливими і їх намагаються усунути або обмежити такими значеннями, які не завдають шкоди роботі системи. 
Під час математичного аналізу динаміки в нелінійній системі виділяють всі елементи з несуттєвими нелінійностями і їх лінеаризують,  а суттєво нелінійні елементи спрощують і зводять до типових нелінійних елементів. Таким чином структуру нелінійної системи приводять до схеми, в якій основною частиною є лінійна частина і один нелінійний елемент. Таку схему показано на рис. 8.3. Аналіз спрощеної системи виконують різними методами, з яких найбільш вживаними  є метод гармонічного балансу й методи фазового портрету.


Рис.8.3 – Спрощене представлення нелінійної системи


8.2.	Аналіз нелінійних систем методом гармонічного балансу 

Метод гармонічного балансу полягає в тому, що виділяють основна  гармоніка сигналу і розглядають проходження її через систему.
Нелінійна частина системи змінює сигнал, який поступає на неї. Якщо на нелінійний елемент подавати гармонічний сигнал, то на його виході буде сигнал складної форми, як це показано на рис.8.2. Цей сигнал містить ряд гармонічних складових. Сигнал, перетворений нелінійним елементом, проходить через лінійну частину системи. Лінійна частина, як ми вже знаємо, має амплітудно-частотну характеристику, що пропускає, як правило, низькі частоти і значно ослабляє високі частоти. Для аналізу динаміки систем  методом гармонічного балансу вихідний сигнал нелінійної частини розкладають у ряд Фур’є і виділяють у ньому основну гармоніку. Аналізують роботу лінійної системи і вивчають динаміку при виділеному гармонічному сигналі. Тобто лінійну систему розглядають як фільтр, який пропускає тільки сигнали певних частот. Ситуація виглядає так, що нелінійний елемент тільки змінює фазу й частоту синусоїдальних коливань. Лінійна частина виконує перетворенні того сигналу. 





Рис. 8.4 – Визначення автоколивань нелінійної системи


8.3.	Аналіз нелінійних систем за фазовими траєкторіями 

Іншим методом аналізу динаміки нелінійних систем є методи побудова фазової площини чи фазового простору і вивчення фазового  портрету нелінійної системи.
Фазовою площиною називають площину, осями якої є значення вихідної величини x та швидкість її зміни y = x’.
Фазовою траєкторією є графік зміни вихідної величини x та швидкість її зміни y = x’ протягом  перехідного процесу.
Фазовим портретом є сукупність фазових траєкторій, одержаних при різних початкових умовах 




Рис.8.5 – Побудова фазової траєкторії за перехідним процесом

Для аналізу динаміки нелінійних САК фазові траєкторії будують згідно з рівнянням динаміки системи. Фазова площина відповідає системі, порядок якої рівний двом, тобто системі, в якої в рівняння динаміки входять тільки похідні другого порядку. Рівняння такої системи можна подати у вигляді
					(8.1)
Тут F(х) –нелінійна функція від х. Позначимо y = х’.




Виключивши з рівняння параметр t, одержимо
					(8.4)
Це є рівняння фазових траєкторій. 
Побудувати фазові траєкторії можна числовим методом. Для кожних значень початкових умов фазові траєкторії будуть різні, а їх сукупність буде фазовим портретом нелінійної системи.
У випадку  рівняння третього порядку  вводять три змінні. Позначають y = х’. z = y = x” Тут ми маємо тривимірний фазовий простір. Побудова фазових траєкторій в тривимірному просторі звичайно більш важка, але ніяких принципових обмежено не має. Поняття фазових простір можна узагальнити на більш складні системи і розглядати багатовимірні фазові простори. Математики в цьому ніяких особливих проблем не бачать. Аналіз виконують, як правило, використовуючи двовимірні січення простору.
За фазовим портретом системи аналізують її поведінку в різних режимах роботи. Вигляд фазового портрету дає наглядне уявлення про динаміку нелінійних  систем керування. Розглянемо деякі прилади фазових портретів систем та особливості динаміки таких систем.
На рис. 8.6 показано найпростіші фазові портрети систем. Вони характеризують стійку й нестійку системи. У випадку рис.8.6, а коливання в системі затухають, а у випадку рис.8.6,  б – наростають.


Рис. 8.6 – Фазові портрети: а) - стійкої  та б) – нестійкої систем


Більш складні фазові портрети можуть мати вигляд  показаний на рис. 8.7. Рис. 8.7, а відповідає стійкій системі в „малому” і нестійкій в „великому”. Коли зображуюча точка знаходиться всередині еліпса (амплітуда коливань не перевищує критичної величини), система є стійкою і коливання в ній затухають. Якщо зображуюча точка знаходиться поза еліпсом, то  коливання наростають і система є нестійкою.


 Рис. 8.7 – Фазові портрети систем , яким властиві автоколивання

Рис. 8.7, б) відповідає системі, в якої є стійкі автоколивання. Якою б не була початкова точка на фазовій траєкторії, завжди динаміка системи направлена на те,  що в кінцевому результаті будуть здійснюватись автоколивання, що відповідають замкнутій фазовій траєкторії. 
Ряд систем другого і більш високих  порядків мають значно складніші фазові портрети. Такі системи можуть мати декілька різних циклів автоколивань. Приклад фазового портрету системи. якій властиві два типи автоколивань, показано на рис. 8.8.  Як видно з наведених рисунків процеси в нелінійній системах можуть бути досить складними і їх вивчення є не тільки важким, але й цікавим  завданням.
Підводячи підсумки зауважимо, що нелінійні системи , як правило, не можна характеризувати як стійкі чи нестійкі системи. Система може бути стійкою при одних значеннях параметрів і нестійкою при інших. При цьому в системі можуть виникати автоколивання. При деяких початкових значеннях діючих величин ці автоколивання можуть виникати , а при інших ні. Динаміка нелінійних систем досить складна і кінцеві значення величини керування можуть залежати не тільки від параметрів системи а і від початкових умов. 


Контрольні запитання перевірки засвоєння навчального матеріалу

1.	У чому полягає принцип суперпозиції?
2.	Які елементи відносять до суттєво нелінійних?
3.	Які елементи відносять до елементів з несуттєвою не лінійністю?
4.	Як побудувати вихідний сигнал нелінійного елемента?
5.	У чому полягає спрощене представлення нелінійної системи?
6.	Які методі аналізу нелінійних систем Ви знаєте?
7.	У чому полягає метод гармонічного балансу?
8.	У чому полягає метод фазових траєкторій?
9.	Як будується фазова траєкторія?
10.	Що являє собою фазовий процес системи?
11.	Чим відрізняються лінійні системи від нелінійних?
12.	Чи можна поділити нелінійні системи на стійкі й нестійкі?
13.	Як за фазовим портретом системи можна визначити зони стійкості на нестійкості нелінійної системи?


Рис. 8.8 – Фазовий портрет системи з декількома можливими циклами автоколивань

8.4.	Класифікація дискретних систем керування

Крім систем керування неперервної дії, до яких відносяться розглянуті лінійні й нелінійні САК, широке практичне застосування мають САК дискретної дії. Прикладами таких САК є побутовий холодильник, електричний утюг, найрізноманітніші системи релейного керування, верстати станки програмного керування, системи з цифровим керуванням. Ці системи працюють, як і САК неперервної дії, але мають свої особливості.
Дискретною системою автоматичного керування є система, до її складу якої входить хоча б одна ланка дискретної дії. 
Ланка дискретної дії (дискретний елемент) - це ланка, вихідна величина якої змінюється дискретно, тобто стрибками, навіть при плавній зміні вхідної величини.
Дискретними елементами є, наприклад, різноманітні реле, перемикачі, тригери та інші нелінійні елементи з характеристикою, що має різкі переломи, або розриви. Приклади деяких з них ми розглядали в попередньому розділі . Структурна схема дискретних систем може бути представлена аналогічно нелінійній системі у  вигляді лінійної частини та ланки дискретної дії, як показано на рис.8.9.

 Рис.8.9 – Спрощене представлення дискретної САК.

Для забезпечення роботи багатьох дискретних систем неперервні сигнали подвоюються в дискретні. Для забезпечення роботи елементів безперервної дії в імпульсних системах керування застосовують також зворотне перетворення дискретних сигналів у неперервні. Перетворення сигналів  здійснюється за рахунок квантування. Розрізняють такі види квантування  сигналів: 
	за рівнем, 
	за часом,
	за рівнем і часом.
Квантування за рівнем полягає у перетворенні безперервного сигналу ХВХ, на ступінчастий сигнал ХВИХ з дискретними рівнями Х0, Х1, Х2, . . ., Хп (рис.8.10 1а). У найпростішому випадку квантування за рівнем здійснюється релейним елементом, вихідна величина якого може набувати скінченну кількість фіксованих рівнів.
Квантування за часом – це  перетворенням безперервного вхідного сигналу ХВХ на ступінчастий ХВИХ за рахунок фіксації рівнів вхідного сигналу в дискретні моменти часу t0, t1, t2, . . . , t.
Квантування за рівнем і часом – це одночасне квантування за рівнем і часом, при якому  вихідний сигнал приймає дискретні значення у фіксовані моменти часу t0, t1, t2, . . . , t. Період дискретності То може бути сталим або змінним.
Типи імпульсних систем. Залежно від виду квантування дискретні системи бувають трьох типів: релейні (квантування за рівнем), імпульсні (квантування за часом), цифрові (квантування за рівнем і часом). 
Релейні системи інколи не виділяють як окремий тип дискретних систем, а розглядають як нелінійні безперервні САК. Приклади нелінійності релейних елементів показано на рис. 8.2. Імпульсні й цифрові САК виділяють в окрему групу і вивчають їх роботу методами, дещо відмінними ніж для лінійних САК.
Керування імпульсними системами, як і САК неперервної дії, здійснюється за допомогою сигналів, що передаються від одного елементу до іншого. Імпульсні сигнали, як і безперервні сигнали, повинні передавати певну інформацію. Якщо в безперервних сигналах інформація передається зміною рівня сигналу, то в імпульсних САК інформація між елементами передається послідовністю модульованих імпульсів. 
Модуляція – це накладання на сигнал певної інформації, що передається цим сигналом. 
Модуляція імпульсів здійснюється, як правило, у процесі квантування за часом, або функцію модуляції виконують окремі елементи, що мають назву модулятори.




 Амплітудно-імпульсна модуляція (АІМ) –  це послідовність імпульсів, основними параметрами яких є амплітуда А (див. рис. 8.10а). Під час квантування за часом виділяють імпульси, амплітуда яких пропорційна де це амплітуді вхідного сигналу.
Широтно-імпульсна модуляція  (ШІМ) – це послідовність імпульсів, основними параметрами яких є тривалість імпульсу в часі (ширина імпульсу) А (див. рис. 8.10б). Під час квантування за часом, або у процесі модуляції виділяються імпульси, тривалість в часі яких пропорційна амплітуді вхідного сигналу.
Часово-імпульсна модуляція (ЧАІМ) має декілька різновидів, а саме фазово-імпульсну (ФІМ) і частотно-імпульсну (ЧІМ).
Фазово-імпульсна модуляція  (ФІМ) – це модуляція, під час якої змінюється зсув імпульсу відносно моментів квантування, (див рис. 8.10в).
Частотно-імпульсна модуляція  (ЧІМ) – це модуляція, під час якої змінюється частота  імпульсів (див рис. 8.10г). 


Рис. 8.10 – Види модуляції сигналів:
а – амплітудно-імпульсна І роду,  б – широтно-імпульсна, в – фазово-імпульсна, г – частотно-імпульсна, д – амплітудноімпульсна П роду.

Крім того, розрізняють два роди модуляції залежно від того, чи змінюється модульований параметр протягом часу t існування імпульсу. Модуляція І роду, якщо імпульс незмінний, і П, якщо він змінний (див. рис.8.10, а та 8.10 д).




Імпульсні САК різних типів, особливо амплітудно-імпульсні та широтно-імпульсні, набули досить значного поширення в автоматизованих електроприводах, різних системах керування електроустановками. 
Особливістю роботи імпульсних систем є те, що інформація про вхідний сигнал з виходу імпульсного елемента надходить тільки в дискретні моменти часу. Тому в імпульсних САК відбувається деяка втрата інформації і їх точність у загальному випадку нижча порівняно з точністю безперервних систем. Проте перервний характер передачі сигналів між зумовлює і ряд переваг імпульсних САЛ:
1. Можливість використання однієї імпульсної САК для керування процесами в кількох однотипних об'єктах. Це зумовлено тим, що система керування працює з одним об'єктом лише незначну частину періоду квантування. Об'єкти по черзі підключаються до одного керуючого пристрою. Таке керування називають багатоточковим керуванням.
2. Можливість використання одного каналу зв'язку для керування декількома віддаленими об'єктами.
З. Підвищена захищеність від перешкод. Вона зумовлена тим, що інформація передається у вигляді коротких імпульсів. САК більшу частину періоду квантування розімкнута і не сприймає можливих перешкод. Крім цього канал зв’язку може використовуватись для контрольної перевірки інформації шляхом подачі надлишкової контрольної інформації, чи за як канал зворотного зв’язку. 
Робота імпульсних систем і їх методи аналізу пов’язані з співвідношенням між частотою квантування і смугою пропускання безперервних частин системи. Якщо частота квантування досить висока порівняно із смугою пропускання безперервної частини системи, то система не встигає реагувати на кожний окремий імпульс і працює аналогічно як і система неперервної дії. Для дослідження таких імпульсних САК можна користуватися методами аналізу і синтезу безперервних систем. Наприклад, у системах керування електроприводами для живлення силових кіл електродвигунів широко застосовують напівпровідникові перетворювачі. За принципом дії ці перетворювачі є імпульсними (використовуються фазово-імпульсна і широтно-імпульсна модуляція), але частота квантування настільки висока, що в цілому такі системи електропривода розглядаються як безперервні.




























8.5.	Математичний опис імпульсних систем керування

Для опису імпульсних систем керування використовують так зване z – перетворення  та різницеві рівняння. 
z – перетворення можна отримати, якщо розглянути перетворення Лапласа неперервних функцій відносно дискретної функції. Перетворення Лапласа
						(8.5)
Для дискретної системи потрібно ввести крок квантування  і розглядати час як дискретну  величину рівну . 
Тоді перетворення Лапласа буде:
					(8.6)
Заміна змінної  приводить до перетворення 
					(8.7)
Другий множник носить назву z – перетворення дискретної функції часу:
					(8.8)
Для z – перетворення, аналогічно як і для перетворення Лапласа складені математичні таблиці  (наприклад див. В.А. Бесекерский, Е.П. Попов. Теория систем автоматического регулирования. -  М.: Наука, 1966- 992 с).
Аналогічно вводиться Передатна функція імпульсної ланки, яку прийнято називати як дискретна Передатна ланка або імпульсний фільтр. Маючи рівняння вихідного сигналу у формі зображення
,




Тут W(z) дискретна Передатна функція (Передатна функція імпульсного фільтра)
					(8.11)
За передаточною функцією дискретної ланки складають різницеві рівняння, які зв’язують дискретні послідовності на вході й виході ланки. Різницеві рівняння є аналогом диференційних рівнянь. Передатна функція в різницевих рівняннях може бути представлена у вигляді поліномів, а саме:
				(8.12)
Використовують імпульсні передатні функції і різницеві рівняння аналогічно, як і диференційні рівняння. За допомогою імпульсної передаточної функції системи визначають стійкість системи, точність керування за критеріями Гурвіца, Найквіста, дещо зміненими з урахуванням імпульсного характеру сигналів. Питання аналізу таких систем є таким, що знаходиться поза програмою курсу. В разі потреби Ії можна вивчити самостійно, використовуючи літературу, подану в списку літератури.

8.6.	Цифрові системи автоматичного керування

Цифрові системи автоматичного керування - це системи, в яких безперервні сигнали перетворюються в цифрові коди і керування здійснюється з використанням алгоритмів обробки цифрової інформації.
Цифрові системи автоматичного керування передбачають перетворення безперервних сигналів у цифрові коди та зворотне перетворення цифрових кодів у безперервні сигнали. Такі сигнали здійснюють аналогово-цифрові (АЦП)  і цифро-аналогові (ЦАП) перетворювачі. У таких перетворювачах здійснюється квантування як за часом так і за рівнем. Квантування за часом визначає частоту перетворювача, а квантування за рівнем – розрядність. Як правило, вихідні сигнали перетворювача подаються в двоїстому паралельному, чи послідовному коді. Послідовний код - це такий код коли значення розрядів одержаного результату передається по одному каналу як функція часу. Паралельний код означає, що розряди перетвореного сигналу передаються по паралельних каналах в один і той же момент часу. 
До складу цифрових систем автоматичного керування можуть входити елементи логіки і система керування будується на таких елементах, або мікропроцесори і система керування будується на мікропроцесорах. У даний час основою цифрових систем керування є мікропроцесор. Перевага мікропроцесора в тому, що він може обробляти інформацію за будь-якою програмою, закладеною в блоку пам’яті, який працює разом з ним. Системи керування, побудовані на логічних та інших електронних елементах мають той недолік, що їх структура потребує досить складної розробки і система може виконувати тільки функції, закладені під час її розробки. Зміна завдань керування потребує зовсім іншої структури системи і існуючу систему використати не можна. Мікропроцесори обробляють інформацію і видають сигнали керуванні відповідно до програми, закладеної в блоку пам’яті. Таку програму можна легко змінити, що дозволяє перепрограмувати систему і зробити її придатною для вирішення найрізноманітніших завдань. Сучасні мікропроцесори, маючи мінімальні розміри забезпечують обробку інформації з швидкістю мільярди операцій в секунду. Сучасні запам’ятовуючі пристрої зберігають  інформацію для виконання  надзвичайно складних програм обробки даних та керування.  З огляду на це цифрові системи керування набувають широкого розповсюдження як у промисловості, так і в побуті. Побутові пральні машини, електроплити, миючі автомати і дуже багато пристроїв мають вбудовані мікропроцесори та системи цифрового автоматичного керування. Вся сучасна техніка від виробничих верстатів до космічних апаратів використовує цифрове автоматичне керування. Для цифрових систем керування, як і для неперервних систем, важливу роль відіграють питання  стійкості керування, точності та інші показники якості керування. Розгляд сучасних цифрових систем керування є завданням інших дисциплін.

Контрольні запитання для перевірки засвоєння навчального матеріалу

1.	Які ланки слід віднести до дискретних? Наведіть приклади.
2.	У чому полягає сутність квантування? Які види квантування Ви знаєте?
3.	Зобразіть схематично характеристику ланки, яка виконує квантування за рівнем. Наведіть приклади таких ланок.
4.	Зобразіть схематично вхідний та вихідний сигнали ланки, яка виконує квантування за часам. Наведіть приклади таких ланок.
5.	Як поділяють імпульсні системи залежно від виду квантування?
6.	У чому полягає сутність модуляції?
7.	Які види модуляції ви знаєте?
8.	Поясніть на схемі, як виконується амплітудно-імпульсна модуляція.
9.	Яка різниця між фазово та частотно-імпульсною модуляцією?
10.	У чому  різниця між амплітудно-імпульсною модуляцією першого та другого роду?
11.	Який параметр сигналу змінюється під час широтно-імпульсної модуляції?
12.	У яких типах САК  використовують той чи інший вид модуляції?
13.	Які типи імпульсних САК використовують в електроприводах, в регуляторах напруги?
14.	У чому переваги імпульсних систем керування над неперервними?
15.	Запишіть математичний вираз z – перетворення. 
16.	Який вид квантування потрібно використати, щоб представити неперервну величину в цифровому коді?
17.	Які перетворення сигналів виконують ЦАП і АЦП?
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